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Vue d’ensemble

Le présent rapport passe en revue la littérature théorique portant sur I'agrégation et la
diversification des risques et sur les approches réglementaires. Nous montrerons les avantages
et les inconvénients des différentes approches, en insistant sur le risque de modélisation.

Tout d’abord, a la section 1, nous exposerons les principes de base de la mesure du risque
agrégé. Nous étudierons plus particulierement I'idée d’'une mesure du risque comme moyen
adéquat pour mesurer le risque agrégé. Nous traiterons des propriétés souhaitées des mesures
de risque et nous exemplifierons notre analyse par I'étude de la valeur a risque (VaR) et de la
valeur a risque conditionnelle (TVaR).

A la section 2, nous explorerons la question des avantages de la diversification associée a
I’agrégation des risques et les limites éventuelles des corrélations comme seule statistique de
mesure de la dépendance. Nous pousserons plus loin et expliquerons I'importance de recourir a
un modele complet multivarié pour obtenir une description juste du niveau de risque agrégé.

Ensuite, a la section 3, nous explorerons I'approche que les organismes de réglementation
emploient en matiere d’agrégation et de diversification des risques et nous ferons quelques
observations sur I’hypothese implicite sur laquelle s’appuient les organismes de réglementation
internationaux, et sur les différentes approches pouvant étre adoptées.

Nous terminerons notre revue en insistant sur le fait que le risque de modélisation constitue un
enjeu essentiel de la mesure de I’agrégation et de la diversification des risques. A la section 4,
nous analyserons un cadre qui permet une quantification du risque de modélisation et qui a été
élaboré récemment par Bernard et Vanduffel [2015al?, qui se sont inspirés des idées
d’Embrechts et al. [2013]. De plus amples détails sont donnés aux annexes A et B. Les
définitions des notations mathématiques utilisées dans le présent document sont présentées a
I’'annexe C.

Introduction

Pour les institutions financieres, I’évaluation des risques de portefeuilles multidimensionnels
(X,, X,..., X4 ) est 'une des principales difficultés de la gestion des risques. Bien entendu, ce

probléme se pose plus particulierement pour les sociétés d’assurances. Habituellement,
I'assureur est exposé a divers facteurs de risque (p. ex., risque de dommages, risque de
longévité, risque de crédit, risque de marché, risque opérationnel) et posséde différentes
branches d’assurance ou plusieurs portefeuilles de clients. Dans ce cas, on cherche

. N ] , . d
habituellement a mesurer le risque d’'une somme aléatoire, S = Zi_lxi, dans laquelle les

risques individuels X;représentent les pertes (réclamations des différents clients, variations de
la valeur marchande des différents facteurs de risque, etc.), au moyen d’une mesure de risque
comme la variance, la VaR ou la TVaR?. A I'évidence, la solution de ce probléme passe

! Cet ouvrage a recu en 2014 le prix New Frontiers in Risk Management de la PRMIA.
’Dans la littérature, cette mesure porte aussi entre autres noms celui de valeur a risque conditionnelle,
d’insuffisance attendue et de perte de queue.
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essentiellement par une méthode numérique une fois que la distribution conjointe
(Xl, ) ST Xd) est entierement spécifiée. Malheureusement, I’estimation d’une distribution a

plusieurs variables n’est pas une mince affaire. Dans de nombreux cas, I'actuaire est en mesure
d’appliquer des techniques mathématiques et statistiques pour décrire fructueusement les
risques marginaux X;, mais la dépendance entre les risques n’est pas spécifiée, ou ne I'est que
partiellement. En d’autres termes, I’évaluation du risque d’un portefeuille est sujette a une
erreur de spécification du modele (risque de modélisation).

D’un point de vue mathématique, il est donc souvent pratique de supposer que les variables
aléatoires X; sont indépendantes les unes des autres, ce qui permet d’appliquer de puissantes
méthodes exactes de calcul comme la formule récursive de Panjer ou la technique de
convolution. Dans ce cas, on peut aussi tirer avantage du théoreme central limite, qui énonce
gue la somme des risques, S, suit approximativement une loi normale si le nombre de risques
est assez grand. De fait, I'existence méme de I'assurance repose sur I’hypothése de
I'indépendance mutuelle des risques assurés, et parfois, cela est plus ou moins conforme a la
réalité. Toutefois, dans la majorité des cas, les différents risques sont liés entre eux dans une
certaine mesure. Par exemple, on obtient une somme S de risques dépendants lorsqu’on
considere le montant agrégé des réclamations d’un portefeuille d’assurance de dommages,
parce que les risques assurés sont soumis a des facteurs communs comme la géographie, le
climat ou le contexte économique. La fonction de distribution cumulative de S ne peut plus étre
spécifiée facilement.

Les méthodes qui sont habituellement employées pour estimer une distribution multivariée
représentant des risques dépendants utilisent une distribution gaussienne ou une loi t de
Student multivariée, mais I’expérience a amplement démontré que ces modeles n’étaient pas
toujours adéquats. Plus précisément, bien que la distribution gaussienne multivariée puisse
bien s’ajuster, dans I’ensemble, a un ensemble de données, elle donne de piétres résultats
lorsqu’il s’agit d’obtenir des estimations précises de la probabilité d’événements extrémes (de
queue) simultanés, ou, de maniére équivalente, lorsqu’il s’agit d’estimer la VaR du portefeuille

d
agrégé S = Zilei pour un niveau de confiance élevé; cf. McNeil et al. [2010]. L’utilisation du

modeéle gaussien multivarié se fonde aussi sur la (fausse) intuition que les corrélations?® suffisent
lorsqu’il s’agit de modéliser la dépendance (Embrechts et al. [1999], Embrechts et al. [2002]).
Cette fausse idée sous-tend aussi I'utilisation de la méthode standard des variances-covariances
pour agréger le capital dans Bale Il et dans Solvabilité Il, et elle est aussi présente dans de
nombreux dispositifs de gestion du risque en usage dans I'industrie. Qui plus est, en pratique, le
nombre d’observations considérées comme des événements extrémes est trop faible. De fait, il
existe toujours un niveau a partir duquel il n’y a plus d’observation. Par conséquent, si I'on
décide de modéliser la dépendance dans la queue de la distribution, cette modélisation sera
forcément arbitraire dans une certaine mesure, du moins elle ne sera pas basée sur des
données observées.

Il est clair que I'utilisation de corrélations ne suffit pas pour modéliser la dépendance, puisqu’un seul nombre (a
savoir la corrélation) ne suffit pas pour décrire I'interaction des variables, a moins qu’on ne pose d’autres
hypothéses (p. ex. une structure de dépendance gaussienne).
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Derniérement, des ouvrages ont été publiés sur la création de modeéles flexibles multivariés qui
permettent un meilleur ajustement des données grace, par exemple, a la construction de paires
de copules ou de copules en vignes (pour en avoir un apergu, cf., par exemple, Aas et al. [2009]
ou Czado [2010]). Bien que ces modeéles soient intéressants du point de vue théorique et
intuitif, ils exigent, en pratique, un ensemble de données qui soit suffisamment riche pour
pouvoir en tirer des résultats satisfaisants. Or, aucun modele n’est parfait, et bien que ces
nouvelles découvertes soient certainement nécessaires a I'évaluation précise du risque d’un
portefeuille, elles ne sont utiles aux organismes de réglementation et aux gestionnaires du
risque que si elles permettent de réduire de fagon significative le risque de modélisation
inhérent aux évaluations des risques.

Nous proposons ici un cadre permettant une quantification pratique du risque de modélisation
et qui a été mis au point par Bernard et Vanduffel [2015a], en s’inspirant des idées d’Embrechts
et al. [2013] et des ouvrages ci-inclus. En termes techniques, nous considérons N vecteurs

a cet ensemble de données. Toutefois, on ne pourrait avoir confiance dans ce modeéle ajusté
dans les régions du support qui ne contiennent pas assez de points de données (p. ex., aux
extrémités). L’idée est donc de subdiviser R? en deux sous-ensembles : le premier sous-
ensemble, représenté par F, porte le nom de « partie fixe », et le second, représenté par U, est
appelé « partie non fixe », ce dernier sous-ensemble englobant toutes les régions pour
lesquelles le modeéle ajusté ne donne pas de bons résultats. Cette approche comprend les deux
directions que nous avons évoquées précédemment a I'égard de |'agrégation des risques. Plus
précisément, si nous avons parfaitement confiance dans le modele, toutes les observations se
trouvent dans la partie « fixe » (U= @) et le risque de modélisation est nul. Si nous n’avons
aucune confiance dans I'ajustement de la dépendance, F = @ et nous sommes dans le contexte
décrit par Embrechts et al. [2013], qui calculent des limites de risque pour les portefeuilles
lorsque les distributions marginales des composantes de risque sont connues mais que les
données sur la dépendance sont absentes. L’approche préconisée par Bernard et Vanduffel
2015a] rend possible la prise en compte naturelle des données sur la dépendance et peut
conduire a un rétrécissement des limites de risque. Ce cadre s"accompagne aussi d’un
algorithme qui permet aux actuaires de prendre en compte le risque de modélisation d’une
maniére tres pratique, comme nous le verrons en détail.

1. Mesure du risque agrégé

Essentiellement, les sociétés d’assurances pergoivent des primes en échange de réclamations
aléatoires (futures). Considérons un portefeuille contenant d polices, et soit X, (i=1,2,...,d)
la perte correspondant a la i€ police, définie comme étant la réclamation aléatoire aprés
déduction de la prime. Afin de protéger les titulaires de police et les autres créanciers de
I'insolvabilité, I'organisme de réglementation exige que la perte du portefeuille,

S =X, +X,+...+ X, soit « assez faible » par rapport aux ressources disponibles, disons une

exigence en capital de K, ce qui signifie que le capital disponible K doit étre tel que S —K
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constitue un « bon pari » pour les créanciers, c.-a-d. qu’ils sont « raisonnablement sGrs » que
I’événement « S > K » a peu d’'importance (Tsanakas et Desli [2005], Dhaene et al. [2012]).

A I’évidence, la mesure du degré de risque de S = X, + X, +...+ X, revét une importance

capitale pour I'établissement des exigences en capital. Cela dit, il existe plusieurs autres raisons
d’étudier les propriétés de la perte agrégée S . De fait, I'une des taches importantes prévues
par le cadre de gestion du risque d’entreprise (GRE) concerne I'allocation du capital (des
risques), c.-a-d. la répartition du capital total de I'assureur entre ses divers éléments (sous-
groupes), dont les branches d’assurance, les types de risque et les régions géographiques. Ce
faisant, il est possible de redistribuer le colt de détention du capital entre les divers éléments
de maniére a ce qu’il puisse étre transféré aux déposants ou aux titulaires de police sous forme
de frais (primes). L’allocation des risques permet aussi d’évaluer la performance des différentes
branches d’assurance en déterminant le rendement du capital alloué a chacune d’entre elles.
Enfin, I'exercice d’agrégation et d’allocation des risques peut faciliter I'identification des
secteurs a risque dans I'entreprise et soutenir la prise de décision concernant |'expansion, la
réduction, voire la suppression d’activités; cf. Panjer [2001], Tsanakas [2009].

Au moment de mesurer le risque agrégé S, il importe aussi de tenir compte du contexte
présent. En particulier, les parties prenantes peuvent ne pas toutes avoir la méme perception
du degré de risque. Par exemple, les déposants et les titulaires de police ne s’intéressent
principalement qu’a la probabilité que la société honore ses obligations. Quant aux organismes
de réglementation, ils ont les mémes intéréts que les déposants et les titulaires de police et ils
établissent des regles que les sociétés doivent appliquer pour calculer le capital requis qu’elles
doivent détenir. Toutefois, ils s’intéressent aussi a I’'excédent de la perte par rapport au capital
détenu, car cette somme doit étre financée par la société en cas de renflouement de la
compagnie. En termes formels, ils s’intéressent a I'insuffisance du capital de solvabilité requis
0(S) par rapport a la perte du portefeuille, S; c.-a-d. que

(s - Q(S))+ = max(0,S — o[S]) (1.1)

L'insuffisance représente donc cette partie de |la perte totale que I'assureur n’est pas en mesure
de rembourser. Elle est aussi désignée sous le nom de perte sociétale ou de manque a gagner
pour les titulaires de police. En raison de leur responsabilité limitée, les actionnaires n’ont pas
vraiment a s’inquiéter du risque résiduel, mais s’intéressent plutét aux propriétés de la variable
S—(S - Q(S))+. = min( S, 0(S)). En résumé, les parties prenantes peuvent ne pas toutes
avoir la méme perception et la méme sensibilité quant a la signification du risque qu’elles
encourent, et elles peuvent employer différents paradigmes pour le définir et le mesurer.

Pour ce qui est de mesurer le risque, les deux mesures les plus importantes sont la VaR et Ia
TVaR®. Pour un niveau de probabilité p donné, elles sont respectivement indiquées par VaR,, et
TVaR, et se définissent comme suit :

VaR,(S)=min{s|P[S<s]>p}, 0<p<i, (1.2)

4 . ez N . .
De ces deux mesures, la VaR est de loin la plus utilisée a I’heure actuelle en pratique par les organismes de
réglementation et les gestionnaires du risque; cf., par exemple, Jorion [2006].
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et

1
TVaRp(s)zm pVaRq[S]dq, 0<p<Ll (1.3)
VaR, représente donc simplement la perte minimale que I'on observe selon une probabilité 1-p,
tandis que TVaR, représente la moyenne de toutes les VaR supérieures.

1.1 Mesures de risque cohérentes

La VaR et la TVaR ne sont que deux cas particuliers de mesures de risque. De fait, nous pouvons
utiliser toute fonctionnelle ¢ qui associe a la perte aléatoire X (appartenant a un ensemble I’
pertinent’ de pertes aléatoires) un nombre o[X]. Cela dit, il est logique d’imposer certaines
propriétés (axiomes) a la mesure de risque g. Nous définissons ci-aprés un ensemble typique
(et intéressant) d’axiomes. D’un point de vue normatif, toutefois, il n’existe pas de « meilleur
ensemble d’axiomes », puisque toute axiomatique normative repose sur la « conviction » dans
la vérité des axiomes qui la composent. Nous posons :

e Homogénéité positive : pour tout X eIl” et a>0, g[aX] = ap[X].

e Invariance par translation : pour tout X €I" etb € R, o[X + b] = o[X] + b.
e Monotonie : pour tout X,Y eI, X <Y implique que o[X] < o[Y].

e Sous-additivité : pour tout XY €', o[X + Y] < o[X] + o[Y].

Dans Artzner et al. [1999], lorsqu’une mesure de risque posseéde les quatre propriétés
susmentionnées que sont la monotonie, I’homogénéité positive, I'invariance par translation et,
notamment, la sous-additivité, elle est dite cohérente. On sait trés bien que la VaR n’est pas
sous-additive et que la TVaR I'est pour tout p . De fait, on voit tout de suite que la TVaR est |a

plus petite mesure de risque cohérente qui est plus prudente que la VaR (laquelle n’est pas
cohérente) (pour la preuve, cf. Artzner et al. [1999] et aussi Dhaene et al. [2006]).

Alors que les trois premieres propriétés ne sont pas sujettes a controverse, I'avantage pour une
mesure de risque de posséder la propriété de sous-additivité a fait I'objet de nombreux débats
et recherches (cf. aussi la section 2.1). Dans la prochaine partie, nous expliquons que la sous-
additivité est d’ordinaire une contrainte naturelle. A cet égard, nous soulignons que le terme

« cohérente » préte a confusion, car il peut laisser penser que toute mesure de risque

« incohérente » est inadéquate. On notera que le principe bien connu de I'écart-type, défini par
o(X) = E(X) + kvvar(X) pour une certaine constante k, ne satisfait pas a I'axiome de la
monotonie et n’est donc pas cohérent®. Ci-aprés, nous supposons, a I'exemple de la littérature

> En particulier, 'ensemble I contient les pertes aléatoires Xi (i=1,2, .., d) et nous supposons que
Xi, Xj € I implique que X, + Xj €T, etaussique aX; €I pourtout @ >0 etque X, +b €I pour tout
nombre réel b .
1 :
® On dit qu’une mesure du risque de distorsion, définie par o (X ) = J;F (t)g (1-t)dt pour une fonction

croissante § avec g(0) =0, g(1) =1, est cohérente si §J est concave sur [0,1]. Nous renvoyons le lecteur a
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théorique et de I'usage actuel, que o(X) ne dépend que de la distribution de X (c.-a-d. que
0(X) est une fonctionnelle de la distribution de X et elle est appelée mesure de risque
invariante en loi).

1.2 Controle ex post et robustesse des mesures de risque

Controle ex post : En fin de compte, si nous nous servons d’un modele, c’est pour évaluer le
degré de risque de S et obtenir un nombre o(S). Dans de nombreux cas, il est possible de
construire plusieurs modeles en concurrence qui se ressemblent tous du point de vue de la
disponibilité des données et qui ne different qu’en ce qui concerne les hypotheses ad hoc qu’ils
renferment.

Une fagon naturelle de comparer les modeles en concurrence consiste a employer une mesure
d’erreur qui utilise les prévisions ponctuelles et les observations réelles. Plus précisément, la
performance d’un modele peut étre résumée a I'aide de la moyenne T de la fonction T de
score, calculée sur n points de prévision, c.-a-d. que

T =30 Tlewyi), (1.4)
ou le i* point de prévision correspond au couple (x;, ;) dans lequel X est la prévision
ponctuelle et y; I'observation (i =1,2,...,n). Comme exemples typiques de fonction de score,

citons I'erreur quadratique T(X,y) = (x—Y)’ et I'erreur absolue T (X, y) =[x—V/|.

Gneiting [2011] a montré que la fonction T de score a utiliser doit étre adaptée a la mesure de
risque considérée, sinon on risque d’en tirer de mauvaises conclusions. Cet auteur soutient qu’il
faut évaluer la qualité du modele (utilisé pour prévoir la fonctionnelle g(s)) en utilisant une
fonction de score qui produirait cette fonctionnelle comme prévision ponctuelle optimale. Si
une fonction de score est donnée, la prévision optimale (a supposer que les observations soient
distribuées de maniere identique et indépendante), aprés application de la regle de Bayes,
s’obtient comme suit :

X" =arg mxin E(T(x,S)), (1.5)

Par exemple, si la fonction de score est I'erreur quadratique, on sait que la prévision optimale
correspond a la moyenne de S, tandis que si la fonction de score est I’erreur absolue, la
solution est donnée par la médiane de S. Si cette correspondance entre mesure de risque
(fonctionnelle) et fonction de score existe, la mesure de risque est qualifiée d’elicitable. Par
exemple, la moyenne et la médiane sont elicitable. La Var est elle aussi elicitable, car
I'utilisation d’une fonction de score linéaire par morceaux (généralisée) est compatible avec les
estimations obtenues par la VaR. Toutefois, ce ne sont pas toutes les mesures de risque qui
sont elicitable : |'écart-type ne I'est pas, et, notamment, la TVaR ne I'est pas non plus (cf.

aussi Ziegel [2014] et Embrechts et Hofert [2014]).

Lorsque les mesures de risque ne sont pas elicitable, il peut y avoir des incohérences au
moment de comparer les prévisions ponctuelles de différents modeéles et(ou) de différents

Wang [2000], Bauerle et Miiller [2006] et Féllmer et Schied [2010] et aux ouvrages de référence qu'’ils citent s’il
souhaite prendre connaissance des études sur les mesures de risque et leurs propriétés.
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spécialistes. Supposons que vous ayez un modele dont on sait qu’il produit la meilleure
estimation de la perte du portefeuille selon la VaR a 99,5 %, mais qu’il existe aussi un autre
modele dont on sait qu’il produit une estimation non optimale selon la VaR a 99,5 %. Si vous
utilisez I’erreur quadratique comme fonction de score (qui n’est pas compatible avec la VaR a
99,5 %) pour évaluer les estimations a I'aide de la VaR a 99,5 %, il se peut que vous choisissiez
en fin de compte des modeéles non optimaux, simplement parce que vous avez utilisé la
mauvaise mesure pour évaluer les estimations obtenues a I'aide de la VaR a 99,5 %.

Cette analyse appelle quelgues commentaires : la TVaR n’est pas elicitable mais elle I'est
indirectement, car elle peut étre décomposée en une moyenne conditionnelle et un quantile,
qui sont tous deux elicitable séparément. De plus, le controle ex post nécessite un riche
échantillon de données de prévisions et d’observations qu’il n’est pas facile d’obtenir dans le
contexte des évaluations de solvabilité, dont I’horizon est habituellement d’un an. Qui plus est,
I’'argument de la concordance qui sert a lier une mesure de risque a une fonction de score
optimale repose sur I’"hypothese que toutes les observations sont distribuées de maniere
identique et indépendante, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique.

Robustesse : Un autre sujet important est celui de la robustesse de la mesure de risque sous
I’effet d’une erreur de spécification du modele ou de petites variations dans les données. Du
point de vue de I'organisme de réglementation, la mesure de risque utilisée devrait réellement
étre stable sous |'effet de diverses hypothéses de modélisation ou de petites variations dans les
données. Dans le contexte de Solvabilité I, deux assureurs possédant le méme portefeuille
devraient obtenir la méme VaR relativement a ce portefeuille. Toutefois, lorsque le bon modéle
ne peut étre identifié avec une (quasi) certitude, les assureurs peuvent utiliser deux modeles
différents et obtenir des résultats de VaR considérablement différents. Par exemple, Chernih et
al. [2010] ont montré qu’il était possible de construire un modeéle de portefeuille de risques de
crédit qui est compatible avec le modele standard MKMV’, a I'exception prés que le

modele MKMYV admet une dépendance gaussienne entre les rendements d’actif, tandis

gue Chernih et al. [2010] emploient une différente copule (qui, néanmoins, produit les mémes
corrélations que celles du modele MKMV). Les deux modeles sont donc parfaitement
compatibles pour ce qui est des données disponibles sur I'exposition, la perte en cas de défaut,
les probabilités de défaut et les corrélations, mais lorsque ces modeles sont employés pour
estimer la VaR a 99,5 % d’un portefeuille typique de préts, leurs résultats peuvent différer d’'un
facteur pouvant atteindre 15; pour de plus amples témoignages et exemples, cf. aussi Heyde et
Kou [2004], Kou et al. [2013], Bernard et al. [2013b] et Bernard et al. [2015]. Au vu de ces
observations, Bernard et al. [2013b] déconseillent I'utilisation de la VaR a des niveaux de
confiance élevés (p. ex., 99,5 %) comme base de calcul des exigences en capital. On notera aussi
gue si la mesure de risque externe n’est pas robuste, les institutions peuvent contourner la

’ Le modéle MKMV est utilisé par un grand nombre d’institutions financiéres pour évaluer le degré de risque de
portefeuilles de risques de crédit. De plus, le dispositif standard de Bale lll s’en sert pour déterminer le capital
requis que les banques doivent détenir compte tenu du risque de crédit qu’elles encourent; cf. Comité de Bale
2010b]. Par ailleurs, le cadre de Solvabilité Il utilise cette formule pour décider du montant de capital que les
assureurs doivent détenir par mesure de prévention contre les conséquences défavorables de la faillite d’'une ou
de plusieurs contreparties.
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réglementation en choisissant un modeéle qui permet de réduire significativement les exigences
en capital ou en manipulant les données d’entrée.

2. Agrégation et diversification

2.1 Avantages de la diversification et sous-additivité

Sur le site Web de I'organisme de réglementation canadien (BSIF [2014]), on vy lit : « [...] nous
définissons I'agrégation comme I'approche utilisée pour calculer individuellement et
collectivement les éléments de risque. Un crédit pour la diversification est accordé lorsque la
meéthode d’agrégation des risques produit des résultats qui sont inférieurs a la somme de tous
les éléments de risque. » Les avantages de la diversification peuvent découler du groupement
de risques d’un certain type tel que le risque d’assurance, ou du groupement de plusieurs types
de risque (p. ex., le risque d’assurance et le risque d’actif), entre entités ou entre régions. Ony
note combien il est difficile de déterminer les avantages de la diversification en période de
crise. Les exigences en capital sont établies de fagon que la société puisse faire face aux
périodes de crise, et c’est précisément en ces moments-la que les avantages de la
diversification s’estompent. La réduction du capital au titre de la diversification ne devrait étre
autorisée que lorsque les avantages de la diversification demeurent valables en périodes de
crise. Certains avantages devraient cependant étre reconnus. Cf. BSIF [2014] pour une analyse
des avantages de la diversification entre le risque de volatilité et, respectivement, le risque de
mortalité, le risque de morbidité, le risque de longévité et le risque de déchéance.

Considérons des portefeuilles dont les pertes respectives sont S, et S,, et soit 0 une mesure

de risque servant a fixer les exigences en capital; c.-a-d. que g (S;) représente le capital pour le
premier portefeuille, o(S,) représente le capital pour le second portefeuille et o(S; + S,) le
capital pour la position combinée (fusion des portefeuilles). Nous supposons que la nature des
pertes S, et S, ne change pas du fait de la fusion des portefeuilles. Toutefois, dans la réalité, la
fusion ou le fractionnement de portefeuilles peut entrainer, entre autres choses, un
changement de direction, de stratégie commerciale ou de structure des colts et ainsi modifier
la distribution marginale des pertes considérées.

Nous donnons ci-dessous la définition standard d’un avantage de la diversification, désigné par
DB(p,51,5,)

DB (0,51, S2) = 0(51) + 0(S2) — (51 +53). (2.6)

DB(p,S,,S,) représente donc le gain (la perte) découlant de la fusion des deux portefeuilles. Il
est clair que si g est cohérent (et donc sous-additif), I’lavantage de la diversification est non
négatif, ce qui, intuitivement, a du sens, car le groupement de risques présente des avantages.
Afin de confirmer cette intuition, notons que :

(S1+S2-0(51) - 0(S2))" < Ej=1(S; — e(S))'. (2.7)

L'inégalité (2.7) indique que le risque d’insuffisance lié a la détention du portefeuille fusionné
est toujours inférieur a la somme des risques d’insuffisance liés a la détention des portefeuilles
individuels, lorsque le capital de solvabilité requis est additif. Elle signifie que, du point de vue
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de I'organisme de réglementation, la fusion est avantageuse, car le risque d’insuffisance
diminue lorsque les capitaux sont regroupés. La raison en est claire : dans le portefeuille
fusionné, I'insuffisance de capital de I'une des entités peut étre compensée par le gain de
I'autre. En résumé, la fusion réduit I'insuffisance de capital. L'inégalité (2.7) indique donc que le
capital de solvabilité correspondant a la position combinée peut étre inférieur a la somme des
capitaux de solvabilité correspondant aux deux portefeuilles individuels. Ces observations
confortent la croyance générale selon laquelle le capital de solvabilité requis (mesure de risque)
devrait étre sous-additif. De fait, lorsqu’il y a fusion de deux portefeuilles individuels,
I'organisme de réglementation prend en compte la sous-additivité aussi longtemps que se
vérifie

(S1+S82-0(51+S,)) < Z?:l(sj - Q(Sj))+
A cet égard, notons que la condition de sous-additivité implique que

(S1+S2-0(S1+82))" 2 (81 +S,-0(51)-0(S2)), (2.8)

et que, par conséquent, pour certaines valeurs observées (s,,S,), nous pouvons avoir

(51+52-0(S1+52))" > (s1-0(S))" + (52 - 0[S2])".

L'utilisation d’une mesure de risque sous-additive peut donc donner lieu a une plus grande
insuffisance de capital que la somme des insuffisances des entités individuelles, c.-a-d. que

(51 +52-0(51+52))" > (s1-0(51))" +(s2-2(S2))"
peut se vérifier (Dhaene et al. [2008]). En conséquence, bien que la sous-additivité soit une
propriété acceptable du point de vue des organismes de réglementation, ils devraient limiter le
degré de sous-additivité afin d’empécher que (S; + S, - 0(S; + S,))" ne devienne trop risquée
par rapport & (Sy - 0(S1))" + (S2 - 0(S2))".
A cet égard, il importe aussi de faire remarquer que, pour les actionnaires, I’avantage d’une
fusion n’est pas clairement établi. Nous I'expliquons comme suit. Pour un portefeuillej (j = 1, 2),
les fonds disponibles en fin d’année sont donnés par (Q(Sj) — Sj)+. Si la perte §; est inférieure
au capital ¢(S;), les fonds qui appartiennent aux actionnaires (a la fin de la période de
référence) seront donnés par o(S;) — S;, tandis que si la perte S; est supérieure & o(S)),
I'unité commerciale rattachée a ce portefeuille est ruinée et les fonds disponibles sont égaux a
zéro. Vu que

(0(S1) +0(S2) - S1 - S2)" S XF-1(e(S)) - 5, (2.9)

nous remarquons qu’il est préférable, du point de vue des actionnaires, de détenir séparément
les deux portefeuilles, essentiellement parce que, dans ce cas, une protection est intégrée, ce
qui empéche la mauvaise performance d’un portefeuille d’avoir une incidence sur l'autre. En
fait, les intéréts des actionnaires et des organismes de réglementation ne sont pas tout a fait les
mémes; a ce sujet, cf. aussi Dhaene et al. [2008] et Dhaene et al. [2009].
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2.2 L’erreur de n’utiliser que les corrélations

Certains professionnels semblent croire que, lorsqu’il s’agit d’agréger deux risques, il suffit de
savoir quel est leur coefficient de corrélation. Cette (fausse) intuition est sans toute attribuable
a I'usage répandu et a 'importance® de la distribution normale multivariée, qui est entiérement
caractérisée par la spécification des moyennes, des écarts-types et des paires de corrélations
(Embrechts et al. [1999, 2002]). Or, il faut savoir que la distribution normale multivariée
comporte déja de maniere inhérente le choix d’une dépendance (gaussienne) spécifique et que
seules les corrélations sont requises pour pouvoir paramétrer cette dépendance gaussienne. De
fait, il est facile de construire deux variables aléatoires normales ayant un coefficient de
corrélation spécifique, mais dont la distribution conjointe (a deux variables) n’est pas normale.
Pour illustrer ce fait, soit X et Y deux variables aléatoires normales standards et
indépendantes. Notons, en particulier, qu’elles ont une dépendance gaussienne avec une
corrélation nulle. Ensuite, nous définissons Z. comme étant Z=—-X si| X |<c et Z=X si

| X [>c (c>0). Il est facile de voir que Z suit aussi une distribution normale standard : elle
affiche une corrélation positive parfaite avec X aux extrémités de la distribution et une
corrélation négative parfaite ailleurs. Ensuite, on peut choisir ¢* de facon que la corrélation
entre X et Z , soit égale a zéro (c* ~1,538). Ainsi, lorsque p >®(c") (®() indique la

fonction de répartition de la variable aléatoire normale standard), VaR (X + ZC*) =207 (p)

alors que VaR (X +Y) = \/ECD_l( p) . La figure 2.1 en donne une illustration numérique.

.
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Figure 2.1 : Illustration de trois situations dans lesquelles les variables aléatoires suivent une
distribution normale standard et ont une corrélation nulle.

Un autre exemple illustrant les défauts des corrélations a trait a la mesure du risque d’un
portefeuille de préts de crédit. Pour expliquer cette idée, considérons les risques
X, (i1=1,2,...,n) quiindiquent des événements de défaut, en sorte que S = X, + X, +...+ X,

représente le nombre de défauts du portefeuille. Plus précisément, soit p, la probabilité que la

i° société fasse défaut et p; la probabilité conjointe que la société I etlasociété j fassent

® La distribution a plusieurs variables est au cceur de nombreuses théories et applications, telles que la régression
linéaire, I'analyse en composantes principales, le modéle d’évaluation des actifs financiers, I'analyse de
moyenne-variance de Markowitz, I'analyse discriminante, I’agrégation du capital (p. ex, Bale Ill et Solvabilité I1),
modélisation du portefeuille de crédit (modele KMV de Moody).
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toutes deux défaut. Les corrélations des probabilités de défaut, pijD (i1,j=1,2,...,n), sont

ensuite données par

(2.10)

p--D: Pi; — Pi P; .
boJp-p)ypA-p))

En d’autres termes, les corrélations ne donnent une information compléte que sur l'interaction
de deux événements de défaut (événements groupés par paires), mais non réellement sur la
maniére dont trois préts ou plus interagissent. A cet égard, nous notons I'absence en soi de
statistiques suffisantes sur les défauts (les défauts simultanés sont des événements tres rares
en soi) et on peut s’attendre a ne pas pouvoir estimer de fagon slire des probabilités de défaut
conjointes d’ordre supérieur. Autrement dit, I’évaluation du risque d’un portefeuille de risques
de crédit est soumise a l'incertitude du modele®. Par exemple, le fameux modéle MKMV associe
les défauts des sociétés au comportement du rendement des actifs et suppose que ces
rendements suivent une loi normale multivariée. Or, cette hypothése n’en est qu’une parmi
d’autres et rien n’indique qu’elle approche la réalité. Bernard, Riischendorf et Vanduffel
2013b] ont évalué l'incidence de I'incertitude du modéle sur les calculs de la VaR. Lorsqu’on
utilise p = 99,5 % comme base pour calculer la VaR et le capital requis (comme dans Bale Il et
Solvabilité Il), les résultats des modeles dans I'industrie se situent d’habitude a I'intérieur d’un
large éventail de valeurs possibles de la VaR. Par contre, le risque de modélisation semble étre
plus limité lorsqu’on utilise des niveaux de probabilités plus modérés pour évaluer la VaR. Ces
auteurs concluent qu’il pourrait étre utile d'imposer des contraintes supplémentaires aux
modeles lorsqu’ils servent a fixer le capital requis. Par exemple, il est possible d’utiliser les
bornes de la VaR obtenues pour établir une valeur minimale a la VaR que produit le modéle
interne, ou d'imposer un modele particulier aux diverses institutions pour le calcul du capital
requis, car cela faciliterait la comparaison des niveaux de capital et permettrait d’assurer une
concurrence loyale.

2.3 L’impact des microcorrélations

Nous évoquons ici un autre point faible de la corrélation. Kousky et Cooke [2012] ont expliqué
comment les risques catastrophiques étaient habituellement caractérisés par de la dépendance
et une distribution a queue épaisse. Lorsque les distributions des pertes ont une queue épaisse,
la probabilité d’un événement ne diminue que lentement, par rapport a sa sévérité, ce qui
signifie que les grosses pertes ne sont pas exceptionnelles (pour une explication plus
mathématique, nous renvoyons le lecteur a Kousky et Cooke [2012]). On a pu montrer qu’un
grand nombre de catastrophes naturelles affichaient une distribution a queue épaisse. Tel qu’il
est amplement expliqué en détail dans Kousky et Cooke [2012], I'étude des catastrophes
introduit un autre type de dépendance, la dépendance de queue. La dépendance de queue se
réfere a la probabilité qu’une variable dépasse un certain centile, sachant qu’une autre variable
a déja dépassé ce centile. En termes plus simples, cela signifie que les mauvaises choses ont
tendance a survenir ensemble. Il est clair qu’une catastrophe peut frapper simultanément
plusieurs branches d’un assureur (assurances habitation, automobile, maladie, biens des

° Duffie et Singleton [2012].
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entreprises, etc.). Aprés avoir étudié plus de 700 événements de tempéte en France, Lescourret
et Robert [2006] ont constaté une dépendance de queue de la sorte pour les branches
d’assurance. De plus, les risques catastrophiques tendent a afficher une corrélation spatiale en
raison de la forte dépendance entre les sinistres qui découlent d’'une catastrophe particuliere.
En pratique, cette corrélation diminue en fonction de la distance spatiale entre les polices.
Lorsqu’elle tombe a zéro, elle permet aux assureurs de diversifier leurs risques en détenant des
polices dans différentes régions. Kousky et Cooke [2012] ont constaté, a regret, qu’en ce qui
concerne les avantages de la diversification, « prés de zéro » n’équivaut pas a zéro. Méme de
petites corrélations positives moyennes entre les polices, que les auteurs qualifient de

« microcorrélations », peuvent fausser 'agrégation des risques.

Le principal probleme lié a I'existence de la microcorrélation est d au fait que la loi des grands
nombres ne s’applique pas lorsque les risques ne sont pas indépendants, méme si ceux-ci
affichent un coefficient de corrélation qui est trés pres de zéro. Ce phénomeéne est treés bien
expliqué dans les ouvrages de Kousky et Cooke [2009], de Cooke et Kousky [2010] et Cooke et
al. [2011] ont appliqué des risques catastrophiques dans Kousky et Cooke [2012]. L’idée de base
est trés simple et elle se fonde sur les situations dans lesquelles les polices affichent une petite
corrélation positive moyenne (disons de 0,04, qui est la corrélation moyenne que Cooke et
Kousky [2010] ont observé entre les réclamations d’assurance aux Etats-Unis, a I’échelle du
comté). Cooke et Kousky ont montré combien une toute petite corrélation positive entre les
polices pouvait vite devenir pernicieuse.

Soit X,,..., X, et Y,,...,Y, deux ensembles de variables aléatoires ayant la méme variance

moyenne o2 et la méme covariance moyenne C (dans et entre les ensembles). La corrélation
de lasomme des X et de la somme des Y s’obtient aisément comme suit :

n n 3 n2C
corr(iZ:l:Xi : ZY,) = o7 T n=1)C (2.11)

i=1

Le principal probleme tient au fait que cette formule tend vers 1 au fur et a mesure que n
augmente, si C est non nulle (méme trés petite) et que o est finie. Si toutes les variables sont
indépendantes, C =0 et la corrélation dans (2.11) est égale a zéro. Pour mettre en évidence
cette amplification de la corrélation, Kousky et Cooke [2009] se sont servi de données sur les
réclamations d’assurance inondation. lls ont choisi au hasard des paires de comtés des
Etats-Unis et calculé leur corrélation. L’histogramme en vert de la figure 2.2 montre 500 de ces
corrélations. La corrélation moyenne est de 0,04. Si quelques comtés ont affiché des
corrélations fortes et positives, la plupart d’entre elles étaient trés petites et avoisinaient zéro.
Plut6ét qu’étudier les corrélations entre deux comtés choisis au hasard, ils ont ensuite fait la
somme de 100 comtés choisis au hasard, qu’ils ont mis en corrélation avec la somme de

100 autres comtés distincts choisis au hasard. Apres avoir répété cette opération 500 fois, ils
ont obtenu I’histogramme en bleu, ou la moyenne de 500 de ces corrélations (de 100) est de
0,23. L’histogramme en rouge représente 500 corrélations (de 500) avec une valeur moyenne
de 0,71. La hausse spectaculaire de la corrélation est le fait des microcorrélations entre les
variables individuelles.
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Figure 2.2 : Reproduction de la figure 11 de Kousky et Cooke [2009] a titre illustratif.

24 Ajustement d’une distribution multivariée

En pratique, il existe des techniques statistiques efficaces et précises permettant d’estimer les
distributions marginales respectives de X = (X,,-:-, X,). En revanche, la structure de

dépendance conjointe de X est souvent beaucoup plus difficile a saisir : I'inférence statistique
de données pluridimensionnelles s"accompagne de problémes de calcul et de convergence, et
le choix de distributions multivariées est assez limité en comparaison de la modélisation de
distributions marginales. Pourtant, le choix d’'une mauvaise hypothése de dépendance peut
entrainer d'importantes conséquences en matiére de gestion des risques. Par exemple, le
mauvais usage de la copule gaussienne multivariée peut avoir pour effet de sous-estimer de
facon importante la probabilité de défauts simultanés dans un grand panier d’entreprises
(McNeil et al. [2010]).

Le moyen le plus facile (et, par conséquent, le plus répandu) de modéliser une distribution
multivariée consiste a utiliser une distribution gaussienne ou une distribution de Student
multivariée. L’avantage de cette derniére est qu’elle affiche une certaine dépendance de
qgueue. Toutefois, il existe des limites relativement a cette dépendance multivariée, caril n’y a
gu’un seul parametre de degrés de liberté qui détermine la dépendance de queue de toutes les
paires de variables.

De facon plus générale, la distribution multivariée peut étre décomposée en distributions
marginales F, ,i=1,2,..., d (qui représentent les risques individuels) et une fonction copule C,
1

ainsi nommeée, reflétant la dépendance. Plus précisément, le théoreme de Sklar [1959] dit qu’il
existe un vecteur (Ul,Uz,...,Ud) de variables aléatoires standards distribuées uniformément,

tel que

XZ(FUL) U, ) B (U,)) (2.12)
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d
ou « = » désigne I'égalité dans la distribution. L’égalité (2.12) montre donc que les propriétés

distributionnelles du portefeuille X sont complétement spécifiées par les distributions
marginales F, (i=1, 2,..., d) de ses composantes de risque et la distribution conjointe C des
I

(Ul,UZ,...,Ud) décrivant I'interaction des risques du portefeuille.

Les copules ont fait I'objet d’'une étude approfondie par Joe [1997] et Nelsen [2007]. Vu qu’il
existe de grandes familles de copules bidimensionnelles, il est relativement facile de modéliser
la dépendance entre deux variables. Les copules bidimensionnelles dont 'usage est le plus
répandu sont les copules archimédiennes, pour lesquelles il existe une importante littérature
traitant de I’estimation et de la qualité de I'ajustement; cf. Joe [1997]. Bedford et Cooke
[2001, 2002] ont ensuite proposé de construire une copule multivariée en se servant de paires
de copules comme composantes de base. lIs ont aussi fait des représentations graphiques
consistant en une suite d’arbres hiérarchiques, qu’ils ont appelés copules en vignes réguliéres.
Ce modele multivarié, également désigné sous le nom construction de paires de copules,
permet de décomposer un modele multivarié complexe en des composantes bidimensionnelles
plus simples. Czado [2010] en donne un apercu. Cette approche est tres flexible et permet a la
dépendance entre n‘importe quel sous-ensemble de deux variables de se différencier. Pour en
savoir plus sur les moyens d’estimer les parametres des copules en vignes, se reporter

a Kurowicka et Cooke [2006]. Comme remplacement aux constructions de copules par

paires, Hofert [2012] propose I'utilisation d’un modele hiérarchique; cf. Okhrin et al. [2013]
pour les questions d’estimation. Les copules archimédiennes hiérarchiques ont été étudiées
par Hofert et Pham [2013] et ont été utilisées par Savu et Trede [2010]. On trouvera

dans Embrechts et Hofert [2013] une vue d’ensemble compléte de la question de la
dépendance dans les grandes dimensions.

2.5 Résumé

Il est essentiel de prendre en compte la dépendance entre les composantes de risque lorsqu’il
s’agit d’évaluer le risque agrégé d’un portefeuille. Nous avons montré que la sous-additivité
d’une mesure de risque était justifiée du point de vue d’un organisme de réglementation.
Autrement dit, il est justifié que les sociétés obtiennent des avantages de la diversification
lorsqu’elles agregent les risques. Toutefois, la prudence est de mise : les avantages de la
diversification sont souvent évalués au moyen des corrélations, mais celles-ci constituent une
pietre mesure de la dépendance. Il ne s’agit que d’un seul chiffre qui ne suffit pas a décrire
I'interaction complexe des composantes de risque. Nous terminons la section 2 en examinant la
facon de décrire la dépendance dans son intégralité.

3. Survol de la réglementation a I’heure actuelle

Le rapport du Comité de Bale [2010a] décrit les méthodes de modélisation qu’utilisent les
institutions financieres et les organismes de réglementation dans divers pays pour agréger les
risques. Il expose aussi les conditions dans lesquelles ces techniques d’agrégation fonctionnent
comme prévu dans le modele, et propose des possibilités d’amélioration. Le Comité émet des
doutes quant a la fiabilité des résultats qui découlent de modeles internes d’agrégation des
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risques qui tiennent compte des avantages de la diversification. Selon ce rapport : [traduction]
« Les résultats des modeles doivent faire I'objet d’'un examen attentif et étre analysés avec
prudence lorsqu’il s’agit de déterminer si les avantages de la diversification sont fiables et
robustes. » Dans la section qui suit, nous ferons une courte synthése des résultats de leurs
recherches et de ceux d’autres organismes de réglementation.

3.1 Dispositifs de réglementation

Dispositif de réglementation bancaire de Bale Ill. On calcule le total du capital minimal requis
comme étant la somme du capital requis au titre du risque de crédit, du risque opérationnel et
du risque de marché, sans tenir compte des avantages de la diversification entre les trois types
de risque. L'idée selon laquelle I'absence de diversification correspond a la pire des situations
du portefeuille n’est pas tout a fait exacte. En principe, cette propriété se vérifie lorsqu’une
mesure de risque cohérente est utilisée, mais ce n’est pas forcément le cas pour d’autres
mesures de risque telles que la VaR. En d’autres termes, il pourrait étre possible d’agréger les
risques de facon que la VaR du risque agrégé soit supérieure a la somme des VaR.

En ce qui concerne le risque de marché, les banques ont le choix entre deux méthodes. Elles
peuvent tirer avantage de la diversification si elles utilisent I'approche des modeéles internes.
Avec la méthode d’évaluation standard, le capital minimal requis pour le risque de marché est
égal a la somme des charges de capital calculées pour chacun des types de risque (risque de
taux d’intérét, risque actions, risque de change, risque marchandises, risque prix des options).

Au Canada, Test du capital minimal (TCM) et Montant minimal permanent requis pour le
capital et I'excédent (MMPRCE). Au Canada, le capital exigé des assureurs IARD se fonde sur le
TCM. S’appuyant sur des facteurs, le TCM agrege les risques sous forme d’une somme qui
autorise un crédit explicite pour la diversification entre le risque d’assurance et la somme du
risque de crédit et du risque de marché, de fagon que le total du capital requis pour ces risques
soit inférieur a la somme du capital requis pour eux individuellement.

Par contre, le capital exigé des sociétés d’assurance-vie au Canada est calculé selon le MMPRCE
établi par le Bureau du surintendant des institutions financieres (BSIF), qui emploie des
méthodes plus poussées a certains égards. « Le MMPRCE impose des exigences en capital pour
les composantes de risque suivantes : risque de rendement insuffisant de I’actif, risque de
mortalité, risque de morbidité, risque de déchéance, risque de désintermédiation, risqué lié aux
garanties des fonds distincts. » [traduction] (Comité de Bale [2010a]. Une partie des avantages
de la diversification peut étre prise en compte dans le calcul du risque de mortalité, du risque
de morbidité et du risqué lié aux garanties des fonds distincts, mais le MMPRCE total s’obtient
par la somme de chaque risque sans réduction possible pour la diversification. Ici encore il est
(implicitement) supposé qu’il s’agit de la pire situation possible. On trouvera sur le site Web du
BSIF (www.osfi-bsif.gc.ca) de plus amples informations au sujet du TCM et du MMPRCE.

Solvabilité Il. Selon Solvabilité Il, le capital de solvabilité requis se définit comme étant la VaR a
99,5 % sur un horizon d’un an. Lorsqu’ils agrégent les risques, les assureurs peuvent tirer
avantage de la diversification : ils ont la possibilité d’utiliser un modéle interne (aucune
méthode particuliere prescrite) ou une formule standard. La formule standard agrege les
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risques a I'aide d’une matrice de corrélations (méthode des variances-covariances) afin de tenir
compte des dépendances.

Dispositif suisse s’appliquant aux sociétés d’assurances. Depuis 2008, tous les assureurs en
Suisse doivent appliquer le Test de solvabilité suisse. A 'exemple de Solvabilité Il il existe un
modele standard et il est possible d’utiliser un modele interne. Le modele standard traite
séparément les risques suivants : risque de marché, risque de crédit (défaut de la contrepartie),
risque d’assurance de dommages, risque d’assurance-vie et risque d’assurance-maladie. A
I’heure actuelle, les risques opérationnels ne font pas partie du Test. La diversification entre les
catégories de risque est prise en compte dans tous les cas. Les sociétés d’assurance-vie utilisent
la méthode d’agrégation variances-covariances, tandis que les assureurs IARD agregent les
risques avec plus de soin, cherchant la distribution du risque agrégé avant de calculer
I'insuffisance attendue (ou la TVaR).

Aux Etats-Unis, dispositif de solvabilité basé sur les risques d’assurance. Nous terminons notre
court survol des dispositifs de réglementation en usage dans le monde par celui, basé sur les
risques (RBC), des Etats-Unis. La formule, standardisée, est valable dans tous les Etats, ce qui
permet facilement de comparer les sociétés. Chaque type d’assureur (vie, IARD, maladie)
applique une formule distincte. Les avantages de la diversification sont pris en compte en
calculant une matrice de covariances entre les risques individuels afin de réduire le capital total
et de le ramener a une valeur inférieure a celui correspondant a la somme des risques
individuels.

Dans le calcul du capital basé sur les risques, la formule consiste en la racine carrée d’une
somme de carrés, ce qui revient a appliquer une hypothese tres simple pour agréger les risques
en supposant qu’ils sont parfaitement corrélés (corrélation de 1) ou indépendants (corrélation

de 0) (BSIF [2014]).

3.2 Comparaison des dispositifs de réglementation internationaux et commentaires

En regle générale, les reglements prennent en compte la diversification en tenant compte des
effets de la corrélation afin de réduire le capital total (du moins dans certaines sous-
catégories). Globalement, nous constatons que les organismes de réglementation supposent
tous implicitement que la somme des chiffres sur les risques correspond a la pire des
situations. « Aucun avantage de la diversification » revient a « faire la somme des chiffres sur
les risques (VaR) ».

La méthode la plus facile pour agréger les risques est celle des variances-covariances, qui est
mentionnée explicitement dans Solvabilité Il et dans le Test de solvabilité suisse et qui est
aussi utilisée par I'organisme de réglementation australien (BSIF [2014]). Elle repose sur
I’hypothese que la matrice des corrélations suffit a décrire la dépendance et qu’il est possible
d’agréger les risques en se fondant sur cette matrice. Sa force réside dans sa simplicité, mais
elle n’est correcte que pour des distributions elliptiques multivariées telles que la distribution
gaussienne multivariée. Par ailleurs, la corrélation étant une mesure linéaire de la
dépendance, elle ne prend pas en compte adéquatement la dépendance de queue.
L'utilisation d’une pareille méthode pour agréger les risques peut sans doute donner une idée
« globale » de la distribution, mais elle ne permet pas d’évaluer le risque se situant dans la
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gueue de la distribution; on notera que les exigences en capital sont habituellement basées
sur des mesures du risque se situant dans la queue, telles que la VaR a 99,5 %, qui reflete
essentiellement un événement qui survient tous les 200 ans.

Plutot que d’utiliser la méthode des variances-covariances pour agréger les risques individuels,
on peut utiliser des copules, ce qui est assez flexible et permet de séparer I'évaluation des
risques de la distribution marginale des risques individuels et de leur dépendance. En
spécifiant une certaine copule pour modéliser la dépendance, il est ensuite possible de
reconnaitre la dépendance de queue entre les risques. Toutefois, le choix de la « bonne »
copule est une tache tres difficile qui est sujette a un important risque de modélisation,
comme nous le verrons plus loin. Les méthodes statistiques servant a ajuster un modele
multivarié font intervenir un grand nombre de parametres et de familles de copules. De plus,
I'interprétation des résultats du modele exige une bonne connaissance de la théorie des
copules pour pouvoir comprendre I'impact de chaque hypothése faite au sujet de la
dépendance. Pour les institutions, il s’agit la d’'une chose préoccupante et difficile.

Une autre facon de prendre en compte les risques dans la queue et la dépendance de queue
est de bien comprendre « d’ou vient la dépendance », et de modéliser les déterminants réels
de la dépendance existant entre les risques individuels du portefeuille et de comprendre leurs
interactions. Dans son rapport, le Comité de Bale [2010a] suggere d’agréger les effets de divers
scénarios. Pour I'essentiel, cette facon de faire revient a déterminer la situation financiére de
la société sous I'effet de certains événements et a faire la somme des profits et pertes
correspondant aux diverses positions. En d’autres termes, cela signifie qu’il faut incorporer des
données connues au sujet de la dépendance dans des situations financiéres précises.

A I’'annexe B, nous proposons une méthode permettant d’évaluer le risque de modélisation,
qui s’inscrit dans une certaine mesure dans cet esprit, car elle permet d’incorporer les données
existantes sur la structure de dépendance entre les risques selon certaines conjonctures
mondiales. L’analyse de scénarios présente un net avantage, en ce sens que le modele
multivarié est alors basé sur des déterminants du risque qui sont clairement identifiés (qui
peuvent étre simulés par exemple), et elle oblige la société a comprendre le modele multivarié
choisi; ce n’est plus un ensemble complexe de copules, mais la dépendance entre les facteurs
est obtenue au moyen de facteurs raisonnables. Tel qu’il est indiqué dans le rapport du Comité
de Bale [2010a], les résultats de I'agrégation des effets des scénarios sont plus faciles a
interpréter et ils ont des implications économiques et financiéres plus significatives, mais, ici
encore, il faut avoir des connaissances approfondies pour pouvoir identifier les déterminants
des risques et formuler des ensembles de scénarios cohérents avec des propriétés statistiques
pertinentes, et savoir les utiliser pour obtenir une distribution complete des pertes sera quand
méme une tache difficile. Un grand nombre des données d’entrée de ces sortes de modeéles se
fondent sur le jugement d’experts. Tout bien considéré, il n’existe pas de solution unique au
probleme de I'agrégation des risques. Chaque méthode comporte ses avantages et ses
inconvénients et peut étre utile dans certaines situations et inutiles dans d’autres.

22



Document de recherche Avril 2016

4. Risque de modélisation de la dépendance

Comme nous I'avons dit a maintes reprises, I'un des principaux problemes de I'agrégation des
risques tient a la difficulté de modéliser la dépendance entre un grand nombre de risques,
c.-a-d. que 'agrégation des risques est soumise au risque de modélisation. Plus
particulierement, nous avons montré, a la section 1, qu’il existait plus d’'une facon de mesurer
le risque, et a la section 2, que la corrélation ne suffisait pas a mesurer la dépendance et
I'information complete sur la dépendance contenait beaucoup plus d’information. Toutefois,
comme nous I'avons vu a la section 3, les organismes de réglementation de par le monde
débattent des avantages de la diversification et proposent des lignes directrices pour les
estimer. Mais cette question ne fait pas consensus. Il s’avere que la modélisation de la
dépendance s’accompagne d’un important risque de modélisation.

En annexes, nous donnons des exemples spécifiques permettant de mieux comprendre le
risque de modélisation lié a I'agrégation. L’annexe A présente une analyse de la fagon de
minimiser ou de maximiser une certaine mesure de risque @(.) du risque agrégé lorsque les
distributions des composantes de risque sont connues mais non leur interdépendance (en
accord avec la méthode d’Embrechts et al. [2013]). Cette approche est utile pour évaluer le
risque de modélisation de la dépendance, qui est I'un des plus importants facteurs dans
I’évaluation du risque agrégé.

Or, les limites du risque de modélisation de la dépendance, obtenues par I'approche décrite a
I'annexe A (cf. aussi Embrechts et al. [2013]), sont d’habitude trop larges pour avoir quelque
utilité en pratique. Elles ne tiennent pas compte du tout de I'information sur la dépendance et
ne considerent que I'information sur les distributions marginales. Quelques études ont été
faites sur le risque de modélisation avec de I'information partielle sur la structure de
dépendance. Citons, entre autres, Cheung et Vanduffel [2013] qui ont étudié les limites
d’ordre convexes avec une variance donnée; Embrechts et Puccetti [2006] qui ont analysé les
limites de la distribution de S lorsque la copule de X est bornée par une copule

donnée; Tankov [2011] qui a étudié les limites de S lorsque n = 2 et que la copule est
soumise a des contraintes; Bernard et al. [2013b], lorsqu’une borne supérieure a la variance du
risque agrégé est imposée, et Bernard et al. [2014a], lorsque des moments d’ordre supérieur
sont donnés.

A l'annexe B, nous présentons un cadre qui permet une quantification pratique du risque de
modélisation, que Bernard et Vanduffel [2015a] ont mis au point. Fait a noter, a la différence
de I'annexe A, nous n’ignorons plus I'information disponible sur la dépendance. Nous
supposons que les modélisateurs du risque ont créé un modeéle multivarié « aussi bon que
possible » pour un certain portefeuille. Toutefois, aucun modele n’est parfait, et la mesure
dans laquelle I'erreur de spécification du modéle proposé influe sur la mesure du risque
devrait étre évaluée. Notre cadre comporte un algorithme permettant aux actuaires de
prendre en compte le risque de modélisation d’une maniére tres pratique.

Ces résultats rendent possible I'identification des mesures de risque pour lesquelles des
informations additionnelles tirées d’'un modeéle multivarié bien ajusté réduisent le risque de
modélisation de facon significative, faisant d’elles de bons choix a utiliser par les gestionnaires
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du risque et les organismes de réglementation. Notre approche peut produire des limites qui
sont considérablement plus étroites que celles présentées dans la littérature (non contraintes),
en tenant compte de I'information disponible tirée d’un modele multivarié ajusté et en
permettant une évaluation plus réaliste du risque de modélisation. Toutefois, le risque de
modélisation demeure une grande préoccupation et nous déconseillons la réglementation
basée sur des VaR a des tres hauts niveaux de confiance, vu que cette évaluation n’est pas en
mesure de bénéficier des efforts déployés par les gestionnaires du risque pour ajuster un
modele multivarié. Par exemple, nous avons constaté, lors d’expériences numériques, que le
portefeuille VaR a un trés haut niveau de confiance (comme celui utilisé a I’'heure actuelle dans
le dispositif de réglementation de Bale) était soumis a un fort risque de modélisation, dont
I'intervalle des valeurs possibles resterait grand méme si on connaissait presque parfaitement
la distribution multivariée. En fait, on pourrait méme ne pas étre en mesure de réduire le
risque de modélisation tel qu’Embrechts et al. [2013] I'ont calculé (cf. aussi a I'annexe A),
lorsqu’aucune information sur la dépendance entre les risques n’est utilisée.

Nous faisons remarquer qu’il pourrait étre intéressant de considérer une contrainte

« globale » pour rétrécir davantage les limites. La variance est une statistique globale naturelle
sur la distribution du risque agrégé et il serait relativement facile d’approfondir notre étude en
appliquant des techniques semblables a celles utilisées dans Bernard et al. [2013b] pour
prendre en compte une variance maximale possible du portefeuille agrégé.

Enfin, nous supposons que les distributions marginales sont fixes et connues. Afin de prendre
en compte l'incertitude éventuelle des distributions marginales, nous pourrions amplifier leur
queue. Par exemple, une distorsion (la transformée de Wang) pourrait étre appliquée au
moment de la nouvelle discrétisation (au lieu d’utiliser ﬁ).

Superadditivité de la VaR : Nous concluons cette section par la question des conséquences de
I’agrégation. Plus particulierement, nous traitons de la superadditivité de la VaR. La
comonotonie est le pire des cas de dépendance, selon les décideurs qui ont une aversion pour
le risque, mais cela ne donne pas la VaR maximale d’un portefeuille (on trouvera de plus
amples détails a 'annexe A). La VaR correspondant au pire des cas ne se produit pas
facilement lorsque les risques sont parfaitement corrélés. Etant donné que la VaR est additive
pour les risques comonotones, il existe donc une dépendance telle que

VaR,(X; + X, + -+ X,) = VaR,(X;) + VaR,(X,) + -+ VaR,(X,) (4.13)

L'absence d’avantages de la diversification est une situation que les professionnels en exercice
acceptent difficilement. De plus, I'utilisation de la VaR peut conduire a un classement
incohérent des risques, vu que la plus grande valeur possible de la mesure de risque ne
correspond pas au scénario de la parfaite dépendance. Une question importante est celle ou
I'inégalité exprimée en (4.13) est stricte, c.-a-d. quand a-t-on la (stricte) superadditivité et dans
qguelle mesure la superadditivité est-elle importante? Il n’est pas difficile de montrer qu’on
peut toujours trouver une dépendance telle que I'inégalité exprimée en (4.13) est stricte a
moins que VaR,(X;) ne soit constante pour ¢ = p (cf. aussi Bernard, Ruschendorf et
Vanduffel [2013b]). Cette remarque nous permet de tirer les conclusions suivantes :

24



Document de recherche Avril 2016

e Lorsque seules les distributions marginales sont connues et que le portefeuille contient
des risques non limités, la VaR maximale possible (en trouvant la pire des dépendances
possibles) peut étre nettement supérieure a la VaR obtenue dans le cas monotone
(dans lequel la VaR est additive). Par exemple, Embrechts et al. [2013] ont montré,
dans leur figure 5, que pour un portefeuille de risques obéissant a la loi de Pareto(2), la
borne supérieure de la VaR est environ deux fois plus grande que la VaR comonotone
(lorsque les risques marginaux sont supposés étre comonotones). Cf. aussi Embrechts
et al. [2014]. De maniére plus générale, Puccetti et Rlischendorf [2012b] ont montré
gue, sous des conditions peu restrictives, la pire des VaR se comportait, de maniere
asymptotique, comme la pire des TVaR. Intuitivement, ce résultat s’explique de la
maniére suivante. La VaR (mesurée selon un certain niveau de probabilité p) d’'une
somme comonotone n’est, bien entendu, qu’un point particulier de la fonction
guantile de cette somme. Maintenant, si I'on modifie la dépendance comonotone dans
la queue supérieure des supports marginaux (a partir du niveau p), on est en mesure
d’ajuster les quantiles supérieurs de la somme (a partir du niveau p). Vu que la
fonction quantile est non décroissante, on voit clairement que la plus grande des VaR
peut s’obtenir en modifiant la dépendance de facon que la fonction quantile de la
somme devienne constante sur (p, 1). La valeur constante est donc la VaR maximale et
elle est égale a la TVaR comonotone (Bernard et al. [2013b]).

Bien que, pour une p donnée, il y ait des structures de dépendance qui produisent une
VaR supérieure a la VaR comotone, cela peut ne pas se produire dans la réalité.

e Vuque les sociétés d’assurances ont habituellement une responsabilité limitée, la VaR
ne peut étre (strictement) superadditive lorsque les niveaux de probabilité sont élevés
(ce qui est généralement le cas dans le contexte des évaluations de solvabilité). En fait,
dans ce cas, la VaR obtenue par 'utilisation d’'un modele particulier sera probablement
sous-additive. Cette caractéristique revét de I'importance, car la violation de la
propriété de sous-additivité est une bonne raison de rejeter une mesure de risque, en
particulier la VaR.

e Lasituation décrite précédemment met en évidence I'importance vitale d’avoir de
I'information sur la dépendance si on veut pouvoir construire des modeles qui
produisent des chiffres sur les risques qui sont fiables en ce sens que leurs limites
supérieures et inférieures se situent toujours dans un intervalle raisonnable. Par
exemple, on peut raisonnablement supposer que les risques sont positivement
dépendants, ou que la variance du risque agrégé peut étre estimée avec précision au
moyen d’une analyse statistique des pertes observées, ou que de I'information sur la
fonction copule est disponible. A cet égard, les résultats des études publiées sur les
intervalles de la VaR en présence d’information additionnelle sur la dépendance sont
plus limités et ponctuels. Riischendorf [1991], Embrechts et Puccetti [2010a]
et Embrechts et al. [2013] ont examiné la situation dans laquelle certaines des
distributions bivariées sont connues, et Denuit et al. [1999] ont étudié les limites de Ia
VaR en supposant que la distribution conjointe des risques est bornée par une certaine
distribution. Toutefois, les limites proposées dans ces ouvrages sont souvent difficiles a

25



Document de recherche Avril 2016

mettre en application, surtout dans le cas de portefeuilles non homogénes
multidimensionnels, et ces limites ne permettent pas nécessairement de rétrécir de
facon significative les limites non contraintes; pour une illustration dans le contexte de
la modélisation d’un portefeuille de risques de crédit, cf. aussi Chernih et al. [2010].
Toutefois, ces observations contrastent avec les constatations de Bernard et al.
[2013b], qui considerent la présence d’une contrainte de variance sur la somme du
portefeuille comme étant une source d’information sur la dépendance, et ils montrent
gue cela permet de facon significative de rétrécir les limites non contraintes de la VaR.

Nous rappelons que la VaR est la mesure de risque la plus répandue dans les dispositifs de
réglementation. Par exemple, en Europe, la réglementation actuelle des institutions financieres
(Bale 1l1) repose officiellement sur le concept d’actifs pondérés en fonction des risques, mais,
pour I'essentiel, elle s’appuie sur la VaR. Il se peut donc qu’une approche basée sur les actifs
pondérés en fonction des risques ne convienne pas s’il faut agréger les risques pour calculer la
VaR d’un portefeuille. La majorité des chercheurs se sont toujours opposés a I'utilisation de la
VaR, car celle-ci ne vérifie pas la condition de sous-additivité. Récemment, on a tendance a
vouloir abandonner la VaR au profit de la TVaR; cf. Embrechts et al. [2014], Comité de Bale
[2012] et Comité de Bale [2013].

5. Conclusions

Les récentes turbulences, telles que la crise des préts hypothécaires a risque, ont incité les
organismes de réglementation et les institutions financiéres a revoir attentivement leurs
modeles de risques et a mieux comprendre dans quelle mesure les résultats des évaluations
des risques, basées sur ces modeles, résistent aux changements dans les hypothéses sous-
jacentes.

C’est pourguoi nous avons observé dernierement la publication d’'importants ouvrages traitant
de I'agrégation des risques et des avantages de la diversification. Il faut s’attendre a ce que I'on
propose de nouvelles approches concernant I'agrégation des risques et a ce que la question du
risque de modélisation, inhérent a I'agrégation des risques, fasse I’'objet d’'un grand nombre
d’études.

A la section 4, nous avons analysé brievement les derniers développements touchant
I’évaluation du risque de modélisation. A I"lannexe B, nous exposons une méthode pratique
d’évaluation du risque de modélisation qui tient compte d’un ensemble type d’informations
disponibles. Ces informations peuvent étre tirées d’'une modélisation statistique, telle qu’un
modeéle multivarié ajusté aux données en main (et on peut en avoir confiance chaque fois que
les données sont en quantité suffisante), mais elles peuvent aussi étre tirées de scénarios ou
d’opinions d’experts. On suppose qu’on a certaines informations sur les scénarios extrémes. Par
exemple, on suppose que lorsqu’un gros réassureur fait faillite, les assureurs qui sont réassurés
par lui enregistreront des pertes, et ce, simultanément (ce qui correspond a une situation
comonotone dans la queue). Si de telles informations sont disponibles, elles peuvent étre
intégrées et il peut bien étre possible de réduire les limites de la VaR a des niveaux élevés.
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Annexe A — Risque de modélisation de la dépendance au moment de
I’agrégation des risques

A l'occasion du Symposium sur la GRE de 2014, les chercheurs ont regu un prix de la PRMIA
pour leur document intitulé A New Approach to Assessing Model Risk in High Dimensions

(9 février 2014). Ce document propose une démarche pour évaluer le risque de modélisation,
qui figure également dans notre document. En outre, des documents semblables ont été
diffusés dans le Journal of Banking and Finance et dans Dependence Modeling. Les annexes A
et B discutent des approches d’évaluation du risque de modélisation qui sont abordées dans
ces documents.

L’'un des principaux problemes de I'agrégation des risques tient a la difficulté de modéliser la
dépendance entre un grand nombre de risques, c.-a-d. que I'agrégation des risques est soumise
au risque de modélisation. Nous analysons ici la fagon de minimiser ou de maximiser une
mesure o(.) du risque agrégé lorsque les distributions des composantes de risque sont connues
mais non leur interdépendance (en accord avec la méthode d’Embrechts et al. [2013]). Dans la
prochaine section, nous ferons le méme exercice mais cette fois en supposant que des
informations additionnelles sur la dépendance sont disponibles (suivant la méthode proposée
récemment par Bernard et Vanduffel [2015a]).

Ci-aprés, X = (Xl, ) ST Xd) représente le portefeuille considéré avec les distributions

marginales données FXl (=1, 2,..., d), et nous nous intéressons aux propriétés de o(S), ou
d . ..

S= Z._ X.. Par commodité, nous supposons que toutes les moyennes sont finies.
i=1 !

L’égalité (2.12) nous rappelle que les propriétés distributionnelles du portefeuille X sont
complétement spécifiées si I’on sait aussi quelle est la copule qui décrit I'interaction entre les
risques du portefeuille. Dans ce cas, la distribution multivariée de X est connue et, a
I’évidence, il existe une seule valeur possible de o(S). Toutefois, lorsque la structure de
dépendance n’est pas spécifiée, o(S) peut prendre un éventail de valeurs possibles selon la
structure de dépendance choisie. Nous cherchons a trouver les valeurs minimale et maximale
possibles de p(S) qui reflétent le degré de risque de modélisation. Intuitivement, lorsque la
dépendance est forte, S devient un risque « plus variable » et o(S) devrait atteindre sa valeur
maximale. Réciproquement, s’il y a beaucoup de compensation entre les risques, o(S) devrait
étre petite. L'un des moyens bien connus de décrire la variabilité des risques est ce que I'on
appelle I'ordre convexe. En termes mathématiques, I'ordre convexelo, <[/, entre les variables

aléatoires X, Y se définit comme suit
XY SiE(f(X))XE(f(Y))
pour toutes les fonctions convexes f(.) pour lesquelles I’espérance existe. A noter que

E(X), X (A.14)

% pour de plus amples informations sur cet ordre dans le contexte de I'actuariat, cf. par exemple Miiller et Stoyan
[2002], Denuit et al. [2005], Denuit et al. [1999] et Dhaene et al. [2002].
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et aussique X <_ Y implique que X etY ontla méme moyenne mais que Y a la plus grande

—CX
variance. L'ordre convexe correspond bien aux préférences des investisseurs qui ont une
aversion pour le risque et elle est trés utile pour quantifier I'incertitude au sujet de o(S). Plus
précisément, lorsque la mesure de risque g() est compatible avec I'ordre convexe, les limites
de I'ordre convexe se transforment en limites de la mesure de risque’*. C’est le cas de la
variance ou de la TVaR, par exemple?. Pour ce qui est de la VaR, cette mesure de risque n’est
pas en soi compatible avec I'ordre convexe, mais il existe néanmoins des liens étroits entre les
limites de la VaR et celles de I'ordre convexe, comme nous I'expliquerons plus loin (cf.
aussi Bernard et al. [2013b]). Dans tous les cas, il est donc important de déterminer les limites
convexes supérieures et inférieures des sommes de risques.

A.1 Limites convexes supérieures et inférieures

La limite convexe supérieure d’un nombre général d de risques individuels est atteinte lorsque
les risques affichent une dépendance maximale (risques comonotones), ce qui est une structure
de dépendance facile a décrire. Plus précisément, dans le cas comonotone on considere en fait

d
X=(F (U).Fy,Uy)... B (U,)), (A.15)
dans laquelle maintenant
U =uU,=...=U, :=U. (A.16)

Intuitivement, il est clair que les variables X; = Fi'l(U) sont parfaitement dépendantes, car
elles augmentent de fagcon maximale I'une dans I'autre. Nous obtenons donc que pour
n‘importe quelle somme de portefeuille S := ZiXi dans laquelle les composantes de risque X,

sont distribuées en fonction de F,,
—CX

E(S) <, SIX,, Zn:Fi‘l(U) (A.17)

Ce résultat a été prouvé dans de nombreux ouvrages (en particulier la deuxiéme inégalité),
premierement dans Meilijson et Nadas [1979] et puis dans Rischendorf [1982].

Si la limite convexe supérieure est facile a atteindre, la limite convexe inférieure énoncée
précédemment, E(S), n’est pas atteignable (sharp) en général. De fait, I'obtention de limites
convexes inférieures qui sont sharp est un probleme tres difficile, en particulier lorsque le
nombre de dimensions est élevé®. Néanmoins, nous montrons ci-aprés qu’il existe un

™ |"ordre convexe est un ordre naturel dans la catégorie des risques admissibles. Bernard, Jiang et Wang [2014b]

ont introduit le concept de risque admissible pour décrire tout le risque agrégé possible S avec des distributions
marginales connues mais une structure de dépendance inconnue.
12 . . . .

Toutes les mesures concaves du risque de distorsion sont compatibles avec I'ordre convexe.

 Pour d = 2, Denuit et al. [1999] et Tankov [2011] ont obtenu une limite convexe inférieure pour X; = Flfl(U)

et X2 = Fz_l(l—U ); pourd = 3, cf. Bernard et al. [2014b], qui ont obtenu certains résultats. De fait, I'existence

d’une limite inférieure dite sharp est liée de prés a la notion de complete mixability (Wang et Wang [2011] comme
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algorithme qui permet (du moins dans le cas des portefeuilles dont la taille est de moyenne a
grande, soit ceux qui nous intéressent) de trouver une dépendance entre les risques, de fagon
que lasomme S se comporte approximativement comme la constante E(S). En d’autres
termes, I’algorithme permet d’obtenir des limites convexes inférieures approximatives de S .
Ensuite, nous expliquons la fagon de trouver des limites de risque maximale et minimale pour
les portefeuilles, lorsque nous employons la variance et la VaR comme mesure de risque.

A.2  Algorithme de réarrangement

L'algorithme de réarrangement de Puccetti et Riischendorf [2012a], qu’Embrechts et al. [2013]
ont développé davantage, se veut une méthode pratique de construire la dépendance entre les
variables Xj (=1, 2,.., d) de fagon que la somme du portefeuille S = X, +...+ X, devienne

aussi petite que possible dans I'ordre convexe. Nous rappelons que cet algorithme est tres utile
pour trouver les limites minimales de la variance et de la TVaR (les limites maximales sont
faciles a trouver et découlent de la comonotonie dans ce cas), et il s’avére tout aussi utile pour
trouver les limites de la VaR, bien que celle-ci ne satisfait pas a I'ordre convexe.

Sans perte de généralité (pratique), nous supposons que les variables X ; sont discrétisées et

qu’elles prennent n valeurs qui sont mises aléatoirement™ dans une matrice A :

X1 Xp o o Xy
X X e X

A= T T (A.18)
an Xn2 Xnd

La matrice A peut étre vue comme une représentation d’une structure multivariée possible
pour X = (X, X,,..., X, ). A noter que nous ne modifions pas les distributions marginales
respectives des Xj (=1, 2,.., d) en réarrangeant les résultats d’une colonne, mais uniquement
la dépendance entre les X;.

1. Pouri allantde 1 ad, rendre la i€ colonne antimonotone avec la somme des autres
colonnes.

2. Recommencer a partir de la colonne 1 et la rendre antimonotone avec les sommes des
colonnes2 ad.

A chaque étape de cet algorithme, nous rendons la j° colonne antimonotone avec la somme des
autres, de fagon que les colonnes, disons X ; avant le réarrangement et X, apres le

réarrangement, vérifient évidemment

nous I'expliquons plus loin; cf. aussi Dhaene et al. [2002], Wang et Wang [2011], Embrechts et al. [2013] et Wang
et al. [2013] pour obtenir des informations de base et des résultats mathématiques.

" par exemple, nous pouvons mettre dans chaque colonne de la matrice A les éléments en ordre croissant,
auquel cas nous avons une structure comonotone comme situation de départ (ce qui produit la plus grande
somme possible dans I'ordre convexe).

29



Document de recherche Avril 2016

var Zd:Xi >var| X + > X,
i=1

i#]

De fait,

var ixi =var| X+ X;
i=1

i#]
et son minimum lorsque X est antimonotone avec Ziini . A chaque étape de I'algorithme, la

variance diminue™ et elle est bornée inférieurement (par 0) et converge donc vers une limite
¢ >0 (convergence d’une suite monotone de nombres réels). Si la variance devient nulle, nous
avons une situation de parfaite mixability, c.-a-d. que la dépendance est telle que la somme
devient une constante et est donc aussi convexe que possible (cf. (A.14)). Sinon, I'algorithme
converge vers un minimum local. Il n’y a ensuite aucune garantie que ce minimum soit
réellement le minimum de la variance de la somme optimisée sur toute la structure de
dépendance, car ce minimum peut dépendre du point de départ. Toutefois, en pratique, il
s’avere que la convergence est tres rapide et I'on parvient habituellement a approcher la
situation de complete mixability au bout de quelques itérations (sauf lorsque la taille du
portefeuille est trés petite). En particulier, I'algorithme donne d’excellents résultats dans le cas
d’un portefeuille homogéne (dans lequel toutes les X ;jont laméme distribution).

Remargue A.1 L'algorithme décrit précédemment s’arréte toujours dans une situation ou
chaque colonne est antimonotone avec les autres™®.

A.3  Exemple d’application de I’algorithme de réarrangement

Afin d’illustrer I'algorithme décrit précédemment, nous présentons le cas trés simple d’une
matrice contenant huit lignes et trois colonnes (c.-a-d. que nous considérons un portefeuille
contenant trois risques qui prennent diverses valeurs selon huit scénarios), qui est similaire a la
matrice générale présentée en A.18.

1> 0n notera que la situation dans laquelle toutes les colonnes sont antimonotones avec la somme de toutes les
autres est une condition nécessaire et évidente de |'obtention d’une structure de dépendance qui minimise la
variance.

oA chaque étape de 'algorithme, si une colonne n’est pas antimonotone avec la somme des autres, elle est
réarrangée de maniere a ce qu’elle le devienne, ce qui implique que la variance diminue de fagon stricte (car
I’'antimonotonie est la seule structure de dépendance qui atteint la variance minimale). La matrice étant de taille
finie, il y a donc un nombre fini de réarrangements possibles de cette matrice et la variance peut donc diminuer
strictement un nombre fini de fois. Si, a partir d’un point dans chaque colonne, la variance ne change pas, cela veut
dire que chaque colonne est antimonotone avec la somme des autres et que I'algorithme s’est donc arrété.
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A W Rk O P ODN W

N P O B DN WPEFL &

W DD P NP DN

(A.19)

Nous débutons ici a partir de la structure comonotone et nous appliquons l'algorithme de
réarrangement séquentiellement tel qu’il est décrit précédemment et nous obtenons ceci
(c.-a-d. en appliquant séquentiellement I'algorithme sur la premiére, la deuxieme et la

troisieme colonne) :

A W kP O P O DN W

N P O A DN W PEF B~

W N P NP NP

R N A O W O W =

N P O B DN WPEF &

W NP N EFEP DN P

P N A O W O W -

R P O Ww N B DN B>

W N RPN RPN PR

= N A O WO WKk

P P O w N BN D

W NN PP

(A.20)

A noter que, dans la derniére matrice, chaque colonne est antimonotone avec la somme des
deux autres.

A.4  Lavariance et le risque de modélisation de la dépendance

Proposition A.2 (Limites de la variance de Z?:lXi ). Soit (X, X,,..., X4) un portefeuille avec

d
distribution marginale respective F,. Posons S = Zi:lxi. Nous avons :

var(E(S))=0<var(S)< var[_zd:Fi‘l u )j,

dans laquelle U est une variable aléatoire distribuée uniformément sur (0, 1).

La proposition A.2 découle directement du fait que la variance est compatible avec 'ordre
convexe et la relation d’ordre convexe A.17. La limite inférieure que nous proposons ici
correspond donc au cas dans lequel la somme du portefeuille est constante, c.-a-d. qu’il s’agit
de la situation de complete mixability évoquée dans Wang et Wang [2011]. Dans ce cas, nous
disons que la limite inférieure est sharp, car il existe une structure de dépendance entre les
risques X; qui fait en sorte que la somme soit constante et affiche exactement une variance
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nulle. Comme nous I'avons expliqué précédemment, I'algorithme de réarrangement cherche a
atteindre cette situation bien que ce ne soit pas toujours possible, auquel cas la limite
inférieure indiquée a la proposition A.2 n’est pas sharp. Dans tous les cas, I'algorithme peut
étre vu comme un moyen d’estimer approximativement la limite convexe inférieure sharp.

Illustrons ces limites au moyen de I'exemple des huit observations présenté précédemment. La
variance maximale s’obtient lorsque les risques affichent une dépendance comonotone (cf.
(A.19)) et nous avons

1
|

117

OO R RPN W WA
O, R NN WM B
P PPN NN DN W

= N w s~ OO 00 O

Pour ce qui est de la variance minimale, apres avoir appliqué I'algorithme de réarrangement en
(A.20), nous obtenons comme résultat

(1 4 1] 6]

o1 o1 OO o1 OO 01 O O

R N A O W O W
P P O Ww N BN

Nous constatons que la limite inférieure dans la proposition A.2 n’est pas atteinte dans ce cas
particulier, c.-a-d. qu’il n’existe aucune structure de dépendance entre X,, X, et X, quifait
en sorte que la somme soit constante. Toutefois, le résultat de I'algorithme de réarrangement
demeure néanmoins une trés bonne approximation de la somme qui est la plus petite possible
du point de vue de I'ordre convexe. En d’autres termes, |'algorithme permet d’approcher les
limites inférieures (sharp) de la variance.

A.5 LaVaR et le risque de modélisation de la dépendance

Etant donné que la comonotonie est le pire des cas de dépendance selon les décideurs qui ont
une aversion pour le risque, on pourrait penser, intuitivement, que cette dépendance produit la
VaR maximale d’un portefeuille, comme c’est le cas de la variance. Or, nous verrons que cette
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intuition est fausse en regle générale. Nous notons tout d’abord que, pour toute somme
d
S=). (X)) et0<p<i,

VaR,(S)<TVaR,(S) (A.21)
d
<B=TVaR p(lei-l(u )j (A.22)
i=1
De méme, on constate que
d
A= LTVaRp(ZFil(U)jE VaR ,(S) (A.23)
i=1

ou nous avons défini la TVaR a gauche (LTVaR) au niveau p (0 < p <1) comme étant
1¢r
LTVaR,(X,) = 5 [, Var,[X,]du. (A.24)
A noter que pour TVar et LTVaR,
d
(L)TVaRp[ZFi‘l(U )j =Y (L)TVaR (F*(U)) (A.25)
i=1 i

En résumé, nous obtenons le résultat suivant.
Théoréme A.3 (Limites de la VaR de zid:lXi ). Soit (X, X,,..., X4) un portefeuille avec
distribution marginale respective F,. Posons S = Zid:lXi et p<(0,1). Alors,
n d n
D LTVaR,(F*(U)) EVaRq[ZXi)E D TVaR,(F(U)). (A.26)
i=1 i=1 i=1

Ces limites sont données et prouvées dans Bernard et al. [2013b]. La question est donc de
savoir si ces limites sont sharp. Pour résoudre ce probléme, notons que

VaR p(iﬁ (U )ji]TVaR p(iﬁ (U )j. (A.27)

Ainsi, afin d’atteindre la limite supérieure B, I'idée est donc de débuter avec la dépendance
comonotone et puis de la modifier de facon que I'inégalité (A.26) devienne une égalité. Vu que
TVaR, est la moyenne de toutes les VaR, supérieures sur l'intervalle [p, 1], il est clair que

et s . d - .
I’égalité s’obtient si la VaR de la somme comonotone Zm':i '(U) devient constante sur [p, 1]

(en modifiant cette dépendance comonotone). Soit G; la distribution de F; lorsqu’elle est

restreinte’’ a la partie p supérieure de F, . Pour atteindre la limite supérieure, il faut donc

v Formellement, G, est la distribution de F,™(V'), ou V' est distribuée uniformément sur [q,1].

33



Document de recherche Avril 2016

trouver une dépendance entre les risques (maintenant avec distributions marginales G, ) telle

gue la somme correspondante devient constante (c.-a-d. que les risques sont completely
mixing). En général, la propriété de mixing ne se vérifie pas et les limites indiquées ne sont donc
pas sharp. Cependant, il est maintenant clair qu’on peut obtenir (des approximations) des
limites sharp de la VaR en trouvant une dépendance entre les risques (avec distributions
marginales G;) de fagon que la somme correspondante devienne aussi petite et convexe que

possible (cf. aussi Bernard et al. [2013b]). Un raisonnement similaire montre que, pour pouvoir
atteindre la limite inférieure indiquée aussi prés que possible, il faudrait modifier la
dépendance comonotone de fagon que la fonction quantile de la somme du portefeuille
comonotone devienne aussi plate que possible sur I'intervalle [0, p].

Nous nous fondons sur cette idée pour proposer un algorithme pratique permettant d’estimer
approximativement les limites sharp. Nous montrons donc comment approcher les limites
sharp a I'aide de I'exemple discret utilisé précédemment, lorsque le niveau p utilisé pour
évaluer la VaR est de 5/8. A noter que nous débutons par la structure comonotone dans la
matrice.

4 4 3
3 4 2
3 32
4 4 3
2 2 2
= |3 4 2
121
3 32
111
011
0 0 1]

Nous appliquons I'algorithme de réarrangement dans les trois lignes correspondantes.

4 4 3 4 3 3 4 3 2
342 = |3 42 = |3 4 2|
3 3 2 3 4 2 3 4 3

Les sommes sont donc respectivement égales a 9, 9 et 10 et la VaR maximale est de 9. Pour
obtenir la VaR minimale, on se sert des faibles valeurs de chaque X; puis on applique
I’algorithme a ces valeurs.
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L'application de I'algorithme donne
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1
1
0

o O - =
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1
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OO O P N

o P DN

0

O R P DN

N N Pk O

1

e e

)

Les valeurs des sommes sont donc égales a 4, 3, 3, 3 et 3. La VaR minimale est donc égale a 4.

35



Document de recherche Avril 2016

Annexe B - Risque de modélisation de la dépendance lors de I'agrégation des
risques et quantification du risque de modélisation

Nous présentons ici un cadre créé par Bernard et Vanduffel [2015a] et qui permet une
guantification pratique du risque de modélisation. Nous supposons que les modélisateurs du
risque ont créé un modele multivarié « aussi bon que possible » pour un certain portefeuille
(X,, X,,..., Xy) . Toutefois, aucun modele n’étant parfait, nous voulons évaluer dans quelle

mesure |'erreur de spécification du modele proposé influe sur la mesure du risque de
S= ziXi. Fait a noter, a la différence de I'annexe A, nous n’ignorons plus I'information

disponible sur la dépendance. Notre cadre comporte un algorithme permettant aux actuaires
de prendre en compte le risque de modélisation d’'une maniére tres pratique, comme nous le
verrons en détail.

Ces résultats rendent possible I'identification des mesures de risque pour lesquelles des
informations additionnelles tirées d’'un modeéle multivarié bien ajusté réduisent le risque de
modélisation de facon significative, faisant d’elles de bons choix a utiliser par les gestionnaires
du risque et les organismes de réglementation. Par exemple, nous avons constaté, lors
d’expériences numériques, que le portefeuille VaR a un tres haut niveau de confiance (comme
celui utilisé a I’heure actuelle dans le dispositif de réglementation de Bale) était soumis a un
fort risque de modélisation, dont I'intervalle des valeurs possibles resterait grand méme si on
connaissait presque parfaitement la distribution multivariée. En fait, on pourrait méme ne pas
étre en mesure de réduire le risque de modélisation tel qu’Embrechts et al. [2013] I'ont calculé
(cf. aussi a I'annexe A), lorsqu’aucune information sur la dépendance entre les risques n’est
utilisée.

L’idée sur laquelle s"appuie notre approche est intuitive et correspond a des situations réelles.

gu’un modele multivarié a déja été ajusté a cet ensemble de données. En d’autres termes, il y a
une distribution conjointe de (X, X,,..., X,;) qui est disponible (modéle de référence).

Toutefois, nous savons que le modele est soumis a une erreur de spécification, surtout en
raison du manque de données. Nous fractionnons donc R% en deux sous-ensembles : F est
désigné sous le nom de région « fixe » ou « fiable », et ‘U porte le nom de région « non fixe » ou
« non fiable ». U représente la région dans laquelle les données ne sont pas considérées
comme étant assez fiables (riches) pour conclure que I'ajustement du modele (dans cette
région) est de qualité. A noter que

R = FUlU.

Si I'on a parfaitement confiance dans le modéle, toutes les observations se trouvent dans la
partie « fiable » (U=0) et le risque de modélisation est nul. Par contre, F = @ si on n’a aucune
confiance dans I'ajustement de la dépendance, ce qui correspond au cas étudié par Embrechts

et al. [2013] (cf. aussi I'annexe A).

Un probleme connexe a déja été étudié pour les portefeuilles bidimensionnels (d = 2) lorsque
certaines informations sur la dépendance (copule) sont disponibles; cf. par exemple Tankov
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[2011], Bernard et al. [2012] et Bernard et al. [2013a]. Tankov [2011] a recours a des scénarios
de dépendance extrémes pour trouver des limites non basées sur un modele pour les prix de
certains dérivés bivariés, tandis que Bernard et al. [2014] et Bernard et al. [2014]* utilisent ces
scénarios pour déterminer des stratégies d’investissement optimales pour les investisseurs
soumis a des contraintes qui sont fonction de la conjoncture. Bien que ces deux applications
puissent étre utiles pour trouver les limites de copules dans le cas bivarié, la gestion des risques
fait intervenir habituellement plus de deux risques. Malheureusement, la recherche de limites
pour des copules dans le cas général a d dimensions et en présence de contraintes est non
seulement plus difficile, mais aussi moins utile pour les applications en gestion des risques. La
raison en est que lorsque d > 2, dans la plupart des cas, la pire copule (sous contraintes) d’un
vecteur (X, X,,..., X4) ne donne pas lieu a la plus grande valeur possible de la mesure de

d
risque considérée de S = Ziﬂxi, du fait que les distributions marginales ont aussi un impact;

cf. par exemple Bernard et al. [2014b] pour des illustrations.

Qui plus est, il existe trés peu d’ouvrages qui traitent explicitement des problemes
multidimensionnels et de I'existence d’informations (partielles) sur la structure de

dépendance : Riischendorf [1991], Embrechts et Puccetti [2010b] et Embrechts et al. [2013] ont
examiné la situation dans laquelle certaines des distributions bivariées sont connues; Denuit et
al. [1999] ont étudié les limites de la VaR en supposant que la distribution conjointe des risques
est bornée par une distribution, et Bernard et al. [2013b] ont calculé des limites de la VaR
lorsque la variance de la somme est connue. lls ont été en mesure de montrer comment
I'information sur la variance du risque agrégé permettait de réduire considérablement la
distance entre la VaR maximale et la VaR minimale. De plus, ils ont proposé un algorithme (une
extension de I'algorithme de réarrangement) que les actuaires peuvent utiliser de maniere trés
pratique pour évaluer les limites de la VaR (et ainsi le risque de modélisation lié a I’évaluation
de la VaR) lorsque seule la variance du risque agrégé est connue.

Le contexte de tous ces ouvrages est parfois difficile a rapprocher avec I'information disponible
en pratique; ou encore il ne fait pas usage de toutes les informations disponibles sur la
dépendance. De plus, bien que les limites proposées dans ces ouvrages soient sharp
(atteignables), elles sont souvent difficiles a calculer numériquement, surtout lorsqu’il y a un
grand nombre de dimensions et que les risques ne sont pas homogenes. On notera aussi que
les limites obtenues ne permettent pas toujours de resserrer de maniere significative les limites
non contraintes, ce qui laisse penser qu’il faut avoir des informations additionnelles sur la
dépendance pour pouvoir obtenir de meilleures limites; pour des résultats connexes, cf.

aussi Wang et Wang [2011], Embrechts et al. [2013], Wang et al. [2013] et Bernard et al.

2014b].

Dans cette derniere section, nous étudions donc les limites des mesures du risque agrégé S, en
utilisant I'information sur la distribution conjointe multivariée de ses composantes X; (qui
renferme I'information sur la dépendance) plut6t que I'information sur la copule. Nous
proposons deux méthodes pour calculer les limites des mesures du risque. La premiére
méthode pourrait étre non paramétrique, elle s’appuie sur I'algorithme de réarrangement

'8 Cet ouvrage a obtenu de la SOA le prix Redington 2015.
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d’Embrechts et al. [2013] et elle permet de trouver des limites sharp. La seconde méthode
produit des limites simples, analytiques, mais qui ne sont pas forcément sharp. En pratique,
nous montrons aussi a I'aide d’exemples que les limites analytiques ne sont pas loin d’étre
sharp.

Le fil de cette section se déroule comme suit. Tout d’abord, nous présentons la méthode
pratique en utilisant I'algorithme de réarrangement (section B.3). Cette méthode peut étre
appliquée directement a I'aide des données en main (sans ajuster un modele), en sorte que
dans ce cas, le risque de modélisation peut étre évalué de maniére complétement non
paramétrique. Cette méthode s’appuie sur I'algorithme de réarrangement créé récemment
par Puccetti et Rischendorf [2012a] et étudié de maniere approfondie par Embrechts et al.
2013]. Elle a recours a une version discrétisée du probléeme décrit précédemment et elle utilise
une représentation matricielle pour estimer approximativement les structures de dépendance
correspondant au pire des cas. Ensuite, a la section B.4, nous présentons la forme analytique et
nous l'illustrons au moyen de simulations de risques qui suivent une N(0, 1) et de risques qui
obéissent a une loi de Pareto. Nous donnons des limites qui peuvent étre calculées directement
(en utilisant, par exemple, des simulations de Monte Carlo) mais qui ne sont pas forcément
sharp. Nos résultats numériques indiquent que, dans un espace multidimensionnel, les limites
calculées selon la méthode directe de la section B.4 sont prés des limites non paramétriques
calculées a la section B.3. Autrement dit, si la recherche de limites sharp constitue
théoriquement un probleme difficile, les illustrations numériques suggerent que I'algorithme
gue nous proposons a la section B.4 conduit a I'obtention de limites presque sharp. Les
résultats numériques montrent aussi que les nouvelles limites donnent habituellement de
meilleurs résultats que les limites non contraintes déja disponibles dans la littérature et ils
permettent donc une évaluation plus réaliste du risque de modélisation. Cela dit, le risque de
modélisation demeure une question préoccupante, surtout lorsqu’on utilise une mesure de
risqgue comme la VaR qui se focalise sur les événements de « type extréme ».

B.1 Fondements théoriques et hypothéses

Soit (X,, X,,..., X;) un vecteur aléatoire a I'étude. Posons F ¢ R? et U = R%\F. Nous

SUPPOSONS que NOUS Savons :

i) la distribution marginale F, de X, sur Rpouri=1,2,...,d;

ii) la distribution de (X, X,,...., X4) | {(X, X,,.... Xy) € F}

iii) la probabilité p, := P((X,, X,,..., X4) €F), ainsi que

Pu = P((Xl,Xz, ""Xd) S 'U) =1- pf

La distribution conjointe de (X, X,,..., X;) n’est donc pas complétement spécifiée (sauf si
F = R?%etU = Q). Par conséquent, les mesures de risque (p. ex., la VaR) de la somme
agrégée Z?:lXi ne peuvent étre calculées avec précision. De fait, il existe de nombreux

vecteurs (Y,,Y,,...,Y,) qui concordent avec (X,, X,,..., X;) pour ce qui est des propriétés i), ii)
et iii), mais ils ont une différente mesure de risque de leur somme. Ci-aprés, nous cherchons a
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trouver les valeurs extrémes possibles de la mesure de risque considérée, car I'écart entre le
minimum et le maximum peut servir a mesurer le risque de modélisation. Formellement, nous
utilisons la définition suivante du risque de modélisation. Cette définition s’inscrit dans le
méme esprit que celui de Barrieu et Scandolo [2015].

Définition B.1 (Risque de modélisation) Soit (X,, X,,..., X4) un vecteur aléatoire vérifiant i), ii)
et iii) et supposons qu’on utilise une mesure de risque g(.) (invariante en loi) pour évaluer le

risque de Zid:lXi. Définissons
d d
i=1 =1

ou le supremum et I'infimum sont pris sur tous les autres (distributions conjointes de) vecteurs
aléatoires (Y,,Y,,...,Y,) quirespectent i), ii) et iii). Le risque de modélisation qui correspond a
une sous-estimation du risque du fait que I'on calcule une estimation directe de o(}.X;) dans
un certain modeéle de référence choisi (c.-a-d. lorsqu’une certaine distribution multivariée pour
(X, X,y Xy) @ été spécifiée) se définit comme étant
oF — o>y X
of
¥ (B.28)

et, dans le méme ordre d’idées, le risque de modélisation correspondant a une surestimation
est donné par

o> }_(%) — Qj_fl
oF (B.29)

Le reste de cette section vise a obtenir les valeurs maximale et minimale possibles o7 et o7 de
o(ZL, X)). Les derniers ouvrages traitant du risque de modélisation se sont focalisés
principalement sur le cas de compléte incertitude quant a la dépendance entre les risques X,

(i=1,2,...,d),c.-a-d. lorsque F = @ (cf. 'annexe A ol nous avons examiné le travail
d’Embrechts et al. [2013] en ce qui concerne la VaR; cf. aussi Bernard et al. [2014b] concernant
une mesure de risque convexe). Dans cette section, nous considérons le cas dans lequel
I'information sur la dépendance se traduit en distributions conjointes qui sont partiellement
connues.

A cet égard, il sera utile de considérer la variable indicatrice I correspondant a I’événement
« (X, X5 Xy) EF

I:= ]l(xi,xg,___,xdjef (B.30)

en sorte que nous puissions exprimer, de la facon suivante, les probabilités qu’un vecteur
aléatoire prenne des valeurs dans U :
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ps =PI =1) and p, = P(I =0). (B.31)

Considérons aussi une variable aléatoire standard U distribuée uniformément qui est
indépendante de I'événement « (X, X,,..., Xy) € F » (et qui est donc aussi indépendante de
I), ainsi qu’un vecteur aléatoire (Z,,Z,,...,Z,) défini par

Zé’ = Fij(xi,XQ,...,Xd)EMI:U:Ii i=12,.. (B 32)

.....

connue et la distribution conjointe de (X,, X,,..., X,) est connue sur F (cf. les propriétés i) et
ii)). Par ailleurs, vu que tous les Z; (i =1, 2,..., d) augmentent dans la variable U (commune),

(Z,,Z,,...,.Z4) estun vecteur comonotone avec distribution conjointe connue. Définissons

aussi
. -1
T T FE?-’X?LKXiXQ,...,Xd)E‘F(U)' (B 33)
T est donc une variable aléatoire avec distribution F (x).
Z:xl\(xl XX g )eF

Bien que la plupart de nos résultats se vérifient en regle générale ou puissent étre aisément
étendus a d’autres contextes, nous nous focaliserons sur les limites de la variance, de la VaR et
de la TVaR (qui ont été définies a la section précédente en (A.21), (A.22) et (A.24)).

B.2 Cadre pratique pour la méthode non paramétrique
Nous suivons le méme contexte que celui déja présenté a 'annexe A. Nous avons
N observations du vecteur a d dimensions (X, Xi,,..., X,;) pour i =1,...,N. Nous désignons par
M =(x;) la matrice correspondante N xd . Ces N observations peuvent étre simplement
N vecteurs de données observées ou N vecteurs de valeurs simulées obtenues d’une
distribution multivariée ajustée de (X, X,,..., X;) . Dans les deux cas, chaque observation
(Xi1) Xips--s Xig ) @ lieu naturellement selon une probabilité = (possiblement avec répétitions).
N

Nous supposons que la matrice M contient assez de données pour permettre une description
précise des distributions marginales de X, (k=1, 2,..., d), de sorte que la matrice M puisse étre

effectivement considérée comme une représentation du vecteur aléatoire (X,, X,,..., X;) a
. P . d . ,
I’étude. Définissons S, par Sy (i) = Zk:lxik pour (i=1, 2,..., N) En d’autres termes, S peut

étre vue comme une variable aléatoire qui prend la valeur S, (i) dans I'« état » i pour
i=1,2,..,N. Engénéral, il peut étre difficile de trouver des limites sharp pour des mesures de
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risque de S = ZiXi . Ce qui suit a pour but de résoudre ce probléme a I'aide du pendant

« échantillonné » S, de S, plutét que S elle-méme.

Comme dans le cadre théorique précédent, nous supposons que la distribution conjointe de
(X, X,,..., X4) n’est pas complétement spécifiée. Dans le contexte de la représentation

matricielle M du vecteur (X, X,,..., X, ), nous supposons que la matrice M est effectivement
divisée en deux parties : Fyy désigne la sous-matrice des observations fiables (X, X;,,..., Xy ) et

Uy comporte le reste des observations. Ci-apres, 'ensemble F)y sera appelé partie « fixe » ou
« fiable » et Uy sera la partie « non fiable ». Si I'on a parfaitement confiance dans toutes les
observations, la partie « non fiable » ne contient aucun élément (Uy = @) et S peut servir a

évaluer le risque de S. Par contre, si 'on n’a pas confiance dans la dépendance observée,
Fy = 0. Dans ce cas, les observations (X;, Xi,,..., Xy ) ne servent qu’a modéliser les distributions

marginales F, (k=1, 2,..., d) et ne permettent pas de tirer des conclusions concernant la
dépendance. Il est donc important de faire remarquer que le réarrangement des valeurs X;,
(i=1,2,.., N) dans la k® colonne ne modifie pas la distribution marginale empirique de X, ,
mais seulement la dépendance observée (interaction des éléments des différentes colonnes).

Soit /; le nombre d’éléments dans Fy, et 7, le nombre d’éléments dans Uy, de sorte que
N=/¢,+7,.
Sans perte de généralité, il est pratique de modifier la matrice M en changeant 'ordre des

lignes de facon que la « région fiable » corresponde aux ¢, premiéres lignes et la région non

fiable aux dernieres lignes. Ce faisant, nous avons seulement réaffecté les étatsi=1, 2,..., N
sans nuire a la capacité de M de décrire adéquatement les propriétés distributionnelles
(invariantes en loi) de (X,, X,,..., X,;). De méme, conformément a la définition de la sous-
matrice Uy, nous pouvons réarranger les valeurs dans les colonnes de Uy (et donc dans les
parties correspondantes de M), car cette opération génére une nouvelle matrice qui est
considérée tout aussi fiable que la matrice initiale (notons, en fait, que nous ne connaissons pas
la dépendance entre les X;, conditionnellement au vecteur (X, X,,..., X;) € U).

Sans perte de généralité, nous pouvons donc toujours supposer que la matrice Uy représente
une dépendance comonotone (dans chaque colonne, les valeurs sont triées en ordre
décroissant, c.-a-d. que Xmg = Xy 2 0 2 Xy POUT tOUS les k=1, 2,..., d). Enfin, pour Fy (et

u
donc dans les parties correspondantes de Xy ) nous pouvons supposer que les 7, observations

(X, 1, % 5-- X; 4) Paraissent de maniére que, pour les sommes des composantes, c.-a-d.
J ] J
S =Xt X Tt X (J=12,..,0,), nousayons S, > S,>..> S, - Dorénavant, les points

de données observés sont consignés dans la matrice M suivante :
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m‘iii 533'12 m‘iid
m‘igi 333'92 m‘igd
M= eyl By 2 By d )
| Tmy2 Tmyd
HEe S HE=T Y B Errad
@ 1 I T 4
LT T T (B.34)

ou la région grise représente Fy et la région blanche, U, . Les vecteurs correspondants Shfl et
Sy se composent, respectivement, des sommes des composantes de chaque observation des

parties fiable et non fiable :

51
47
f
'SN _ Sfrf
RN £ = mm11+mm12+---+xmid

83 1= Tyt + Tmgz + o Tompd

_Eﬁu :zxmeui‘i‘?:m%z—i‘---‘l‘mm@ud_ (835)
Bien que les s, >s,>..> s, soient fiables, les sommes §; changent lorsque le choix de Ia

dépendance dans Uy se modifie. De fait, 'ensemble {i,..., i[f} peut étre vu comme la

collection des états (scénarios) dans lequel les observations correspondantes sont fiables,
tandis que I'ensemble {m,,...,m, } indique les états dans lesquels il existe des doutes quant a la
u

structure de la dépendance.

A des fins pédagogiques, nous présentons maintenant un simple exemple de ce cadre. Il servira
tout au long de cette section a illustrer chaque algorithme que nous proposons. Cet exemple
fictif ne représente pas un ensemble réaliste d’observations, puisque dans de vraies
applications, il y aurait un grand nombre d’observations (ici N = 8) et possiblement un grand
nombre de variables (ici d = 3) ). Les huit observations sont indiquées ci-dessous, avec trois

observations fiables (7, =3), qui figurent dans la région grise de la matrice :
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T I s T o Sl s T SRR
B — O s B DD e

- - (B.36)

Sans perte de généralité, nous pouvons donc approfondir I'analyse et examiner la matrice M
suivante ainsi que les vecteurs de sommes S| et S suivants:

341
2 4 2 0
0 2 1
43 3 ’ !
M= , Sh=181|, Sy=| 4
32 2 . .
112 |
111
00 1

L i . (B.37)

Enfin, en employant une notation abusive (compléter par 0 afin que S,j et S, prennent huit

valeurs), nous obtenons la représentation suivante de S :
Sy = IS/ + (1 — DSE, (B.38)

ou I =1si (X, Xipres Xy) € Fy (=1, 2,..., N). De fait, S peut aisément étre considéré comme
le pendant échantillonné de T que nous avons utilisé précédemment (cf. la définition B.33),
tandis que Sy, est une somme comonotone et correspond a la version échantillonnée de

d . . . ,
Zizlzi . Dans cette derniére section, nous cherchons a trouver les structures de dépendance

correspondant a la pire des situations et qui permettent une évaluation rigoureuse des risques
de lasomme S (Sy) d’un portefeuille, ce qui équivaut a réarranger les résultats dans les
colonnes de la partie non fiable Uy, de fagon a maximiser (respectivement minimiser) la
mesure de risque considérée pour S .

B.3 Limites d’une mesure de risque donnée

Nous traitons ici de la sharpness®® des limites supérieures et inférieures des trois mesures de
risque définies précédemment, a savoir la variance, la TVaR et la VaR.

Nous avons traité des limites analytiques et de la sharpness de ces limites a la section
précédente, plus particulierement la proposition A.2, qui donne des limites non contraintes

19 .. . s . . . . P
Pour rappel, une limite relative a une mesure de risque est dite sharp s’il existe une structure de dépendance
entre les risques telle que cette limite est atteinte.

43



Document de recherche Avril 2016

pour la variance, et la proposition A.3, qui donne des limites non contraintes pour la VaR. Elles
peuvent naturellement s’appliquer au cas avec contraintes que nous étudions ici.

B.3.1 Limites théoriques de la variance et de la TVaR

La prochaine proposition permet de calculer facilement des limites supérieure et inférieure

. d .
pour la variance de la somme Zi_lXi d’un portefeuille.

d
Proposition B.2 (Limites de la variance de Ziﬂxi ). Soit (X;, X,,..., X4) un vecteur aléatoire qui
vérifie les propriétés i), ii) et iii), et soit 1 et (Z,,Z,,...,Z,) tels qu’ils sont définis en (B.30) et
(B.32). Nous avons :

var (][Zd:}{i—l— (1 —][)Zd:E(Zi)) < var (Zd:)(z-) < var (][Zd:){t-—l— (1 —][)Zd:Zz-) .

On trouvera la preuve de la proposition B.2 dans Bernard et Vanduffel [2015a]. Les limites
supérieure et inférieure énoncées dans cette proposition sont intuitives et sont une extension

naturelle de la proposition A.2. Lorsqu’il s’agit de calculer la variance de la somme Zi“:lxi d’un
portefeuille, il faut considérer séparément les événements (X, X,,..., X,) € F et

(X, X,,., Xy) € U. La distribution de zid:lXi est connue relativement a I’événement

{(X, X,,..., X4) € F}, mais elle est inconnue relativement a I'événement {( X, X,,..., X;) €
U}. Sur U, on remplace la somme ZiXi par la constante ZiE(Zi) (pour calculer la limite

inférieure et ainsi minimiser la variance) et par la somme comonotone ziZi (pour calculer la

limite supérieure et ainsi maximiser la variance). On notera en particulier que lorsque U = @, la
limite supérieure est égale a la limite inférieure et le risque de modélisation est nul.

Passons maintenant aux limites de la TVaR, qui sont similaires a celles de la variance (parce que
les deux mesures sont compatibles avec I'ordre convexe).
Proposition B.3 (Limites de la TVaR de Zi:1 X, ). Soit (X;,X,,..., X4) un vecteur aléatoire qui
vérifie les propriétés i), ii) et iii), et soit 1 et (Z,,Z,,...,Z,) tels qu’ils sont définis en (B.30) et
(B.32). Nous avons :

a

TVaR, (]Iixﬁ (1 —][)ZE(Z;-)) < TVaR, (i)@) < TVaR, (][ixﬁu ~-1) izi) .

‘3:1 ‘;:1
Il n’y a pas de risque de modélisation (les limites se réduisent a la méme valeur) lorsque U = @.

Certaines des limites énoncées aux propositions B.2 et B.3 peuvent étre sharp. En particulier,
les limites supérieures de la variance et de la TVaR indiquées aux propositions B.2 et B.3 sont
sharp, sans autres conditions. On notera, en effet, que le vecteur multivarié

(X + (1 -DZ, I+ (1 -T2, DX+ (1 -1} Z,) (B.39)
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vérifie les conditions i) et ii). Par contre, les limites inférieures énoncées ne sont pas forcément
sharp, car IX; + (1 — D)E(Z;) n’est habituellement pas distribué avec F, (i=1, 2,..., d). Pour
pouvoir s’approcher desdites limites inférieures, il faudrait chercher a modifier la dépendance
du vecteur (Z,,Z,,...,Z,) afinque Z, +Z, +...+Z, devienne constant (et ainsi égal a
E(Z)+E(Z,)+...+E(Z,)). Forts de cette constatation, nous proposons ci-aprés un

algorithme permettant d’estimer approximativement les limites sharp lorsque la mesure de
risque utilisée est I’écart-type ou la TVaR.

B.3.2 Limites pratiques de I'écart-type et de la TVaR

Selon la proposition B.2, il est clair que, pour pouvoir maximiser la variance de S, , il nous faut

formuler un scénario comonotone sur Uy. Cependant, nous avons déja initialisé une structure
comonotone (sans perte de généralité), et les valeurs correspondantes des sommes sont
exactement les valeurs S, (i =1,2,...,¢,) déclarées pour Sy dans (B.35). La limite supérieure de

la variance est ensuite calculée comme étant

/f [u
L Y (s -5V +D.(5-5)| (B40)
N i=1 i=1
ol la somme moyenne S est donnée par
13 1,
S==>3% =—| >s+>5 | (B.41)
N = =1 N | = i=1

Pour atteindre la limite de la variance minimale trouvée a la proposition B.2, les valeurs de S

doivent étre aussi prés que possible les unes des autres; dans I'idéal, Sy doit étre constante. A
cet égard, le concept de complete mixability semble étre un outil théorique. Par complete
mixability, on entend la structure de dépendance qui rend la somme S, constante (Wang et
Wang [2011]). Pour que ce soit le cas, en pratique, nous appliquons I'algorithme de
réarrangement d’Embrechts et al. [2013] a la matrice Uy (partie non fiable) afin de la rendre
aussi pres que possible de I'état de complete mixability. Pour tout savoir sur cet algorithme, se
reporter a la section A.2. Nous désignons par S les valeurs correspondantes des sommes de

Sy apres application de I'algorithme de réarrangement. Nous calculons ensuite la variance
minimale comme suit :

1:‘f /‘u
% > (5 -8+ X6 -9 | (B.42)

ou S est calculée comme en (B.41).

Nous illustrons les limites supérieure et inférieure (B.40) et (B.42) pour la variance obtenue
précédemment avec la matrice M d’observations fournie en (B.37). Ensuite nous utilisons la
structure comonotone pour la partie non fiable de la matrice M et nous calculons les vecteurs
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des sommes S,j et Sy telles qu’elles sont définies en (B.37). La somme moyenne est de
S =5,5. La variance maximale est égale a

%(i(si -5+ _25:(5‘: —§)2] ~8.75.

Pour ce qui est de la limite inférieure, nous appliquons I'algorithme de réarrangement a Uy et
nous obtenons

3 41
2 4 2
021 5
1 1 3 : 5
M= , Sh=18]|, 8%=1¢5
0 3 2 . 5
1 2 2 .
311
(40 L] . (B.43)
Avec une somme moyenne S = 5,5, la variance minimale peut étre calculée comme
1/ >,
=D (s =52+ (5" -5)" |~ 25.
8\ = i=1
Supposons que nous voulions fixer la TVaR au niveau de probabilité p, de fagon que, pour
simplicité d’exposition,
k:=N(1-p), (B.44)

ol k est un entier. A 'exemple du cas de maximisation de la variance, il s’ensuit de la
proposition B.3 que, pour obtenir la TVaR maximale, nous devons formuler un scénario
comonotone sur Uy. Il suffit donc de choisir les k valeurs les plus grandes de S, et S}
calculées en (B.35). Désignons ces valeurs par S, S, ..., S, (classées par ordre décroissant), et
nous pouvons ensuite facilement calculer la TVaR maximale au niveau de probabilité p. De plus,
la TVaR minimale est obtenue de la méme maniere que la variance minimale. Tout d’abord,
nous appliquons I'algorithme de réarrangement a la partie non fiable de la matrice Uy afin de
rendre la variance de la (nouvelle) somme Sy aussi petite que possible. Puis nous choisissons
les k valeurs les plus grandes de S, et Sy, disons S;,s; ..., s; (classées par ordre décroissant),
et nous calculons la TVaR minimale.

Reprenons I'exemple précédent. Nous fixons p = 5/8, de sorte que k = 3. Les k = 3 plus grandes
valeurs sont 8, 8 et 10 et la TVaR maximale est donc de 26/3 (= 8,67). Aprés application de
I"algorithme de réarrangement, nous obtenons (B.43) pour Sy et ainsi les trois plus grands
résultats que nous observons pour Sy et S! sont 8, 8 et 5. La TVaR minimale est donc de
21/3=17.
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B.3.3 Limites théoriques de la VaR
L'utilisation de la VaR est trés répandue dans le milieu des services financiers. La proposition
suivante produit des limites pour la VaR.
Proposition B.4 (Limites de la VaR de Zid:l X, ). Soit (X,,X,,..., X4) un vecteur aléatoire qui
vérifie les propriétés i), ii) et iii), et soit 1, (Z,,Z,,...,Z,) et U tels qu’ils sont définis en (B.30) et
(B.32). Nous définissons les variables L, et H, comme étant

L; = LTVaRy (Z;) et H;= TVaRy (Z; )
et soit

d

d
M, = VuR, (]IZXH- (1-1)
i=1

d d
Hz-) , My = VaR, (]IZXz--k(l—][)ZLZ-)
1 i=1 i=1

Les limites de la VaR du risque agrégé sont données par

=

d
m,<VaR {injz M,. (B.45)
i=1

On trouvera la preuve dans Bernard et Vanduffel [2015b]. Au départ, les variables L; et H,

peuvent paraitre bizarres. Toutefois, on notera que les variables Z;, qui jouent un réle capital
dans les propositions B.2 et B.3, peuvent aussi étre exprimées par Z, =VaR, (Zi), et ici nous
utilisons simplement TVaR, (Z,) et LTVaR,(Z;) a la place. La proposition B.4 a donc une

forme? similaire a celle, respectivement, des propositions B.3 et B.2, mais les limites proposées
ne sont habituellement pas sharp?'. Nous remarquons que, dans le cas de I'absence
d’incertitude (c.-a-d. U = @), il n’y a pas de risque modélisation, car I = 1. Lorsque l'incertitude
est totale, soit lorsque U = R%, I = 0 et nous nous retrouvons dans le cas de figure de la
proposition A.3, ou la limite inférieure de la VaR d’un portefeuille est non contrainte (cf. aussi le
théoréeme 2.1 de Bernard, Riischendorf et Vanduffel [2013b]). On notera aussi que les limites de
la VaR ne sont pas sharp en général.

Aux fins de calcul, il est pratique d’avoir recours a une autre formulation des limites énoncées
de la VaR.

Proposition B.5 (Autre formulation des limites de la VaR). Soit (X,, X,,..., X4) un vecteur
aléatoire qui vérifie les propriétés i), ii) et iii), et soit I, (Z,,Z,,...,.Z4) et T tels qu’ils sont définis
en (B.30), (B.32) et (B.33). On se rappellera que py = P(I = 1). Définissons

2% A noter que la VaR n’est pas compatible avec I'ordre convexe, bien qu’il existe certains liens (cf. Bernard et al.
[2013b] et Bernard et al. [2012]).

*1 On notera, en effet, que les variables Hi et |—| ne sont pas distribuées comme (X; | I =0).
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— p+p; -1 _ P
ol o, = maxq0,—————— et a, = minyl,—. Alors, pourp & (0, 1),

Py Py
Tafirsye (Th.z) R P
Mp = VRRD:, I:T) ""-:f':"'-t- = -?‘%
max 4 VaFa, (T, TVaRr—rpme | 5oy B } if oy, = HETL
{ T N7l (72) #1 (B.46)

Les expressions pour la limite inférieure m,, s’obtiennent en remplagant, dans les énoncés ci-
dessus, « TVaR » par « LTVaR ».

On trouvera la preuve de la proposition B.5 a I'annexe de I'ouvrage de Bernard et Vanduffel
2015a]. Nous pouvons illustrer la proposition B.5 dans le cadre discret, dans lequel I'espace de
probabilités ) comporte N états. On suppose que I'événement {(X,, X,,..., X;) € F}

correspond a I'ensemble {a)l,...,a)éf}, tandis que {(X,, X,,..., X;) € F}correspond a
14
I’ensemble{a)éf+1,...,a)€f+[u} avec ¢/, +¢,=N (N estle nombre d’états). Alors p; :Wf et

4 d -~ ~ ~
D, :W”. On suppose que Zizlzi prend /7, valeurs S, =S, > ... > S, et que T prend donc /
valeurs s, >S5, > ... > S, - Plus précisément, on supposeque N =8, /, =3, /, =5,
$=82>=5,=8 > 5s;=3et§5=10>5,=7>5,=4>5,=3>5,=1, p, =3/8 et p, =5/8.

Pour p =5/8, nous appliquons (B.46) dans la proposition B.5 et constatons que a, = 0,75 et que
la VaR, maximale est égale a TVaR, (Zzi) = 8. Ces valeurs seront confirmées au moyen de

I’algorithme décrit ci-apreés.

B.3.4 Limites pratiques de la VaR

Aux fins du calcul de la VaR maximale, nous présentons un algorithme pouvant s’appliquer
directement a la matrice M des données observées et conduire ainsi a I'obtention de limites
non paramétriques pour la VaR. On se rappellera que les 7, premiéres lignes de la matrice M

correspondent a Fy, tandis que /, désigne le nombre de lignesde Uy (N= 7, + /). Dans

I'algorithme, nous utilisons aussi S, et S¥, que nous considérons comme des variables
aléatoires. Pour calculer la VaR au niveau de probabilité p, nous définissons

k:=N(1-p) (B.47)

olU nous supposons que k est un entier.
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L'algorithme se fonde sur la proposition B.5 et sur la motivation suivante. On se rappellera de
I’analyse de la proposition B.4 que les limites supérieure et inférieure de la VaR ne sont pas
sharp, en général. Néanmoins, nous sommes en mesure de proposer un algorithme permettant
de se rapprocher des limites sharp. Nous expliquons ici cette idée de maniere approfondie.
Nous posons p € (0, 1) et faisons remarquer que, presque assurément,

d d d

][Zd:X%-—i—(l —DYZ LIy X+ (1-1)) H,

i=1 =1 =1

En particulier®, pour tous a, § dans [0, 1] tels que p,a+(1-p,)S = p,

max{VaR L(T)VaR ﬁ(zdlzi j}@ M, = max{VaR «(T)TVaR ﬁ*(zdlzi J} (B.48)

pP-pra

olu a, est défini comme dans la proposition B.5 et S, = ~. Le point critique est de

f
choisir a et 5, ainsi qu’une dépendance entre les composantes du vecteur (comonotone)
(Z,,Z,,...,Z,),, de telle sorte que I'inégalité (B.48) devienne une égalité. Pareille égalité est

obtenue lorsque I'on prend S = S, (donc «, = &) et une dépendance dans le vecteur
(Z,,Z2,,...2,) telle que

VaR ﬁ*(izi] =TVaR ﬂ*(izi} (B.49)

La meilleure approximation de la limite sharp de VaR p(zid:lxi) a donc probablement lieu

d
lorsque la fonction quantile (VaR) de Zizlzi peut étre (presque) entierement aplatie sur [f,,1].

Dans les cas ol cette caractéristique ne peut étre obtenue (ou presque), on ne peut exclure la
possibilité de trouver de meilleures approximations (par exemple, si la fonction quantile de

d
Zizlzi peut étre aplatie sur un autre intervalle [3,1] dans lequel B est proche de £,). Par un

raisonnement similaire, on voit que, pour pouvoir approcher aussi pres que possible la limite
inférieure indiquée, il faudrait que la fonction quantile de la somme du portefeuille soit aussi
aplatie le plus possible sur I'intervalle [0, £5,.]. Nous nous fondons sur cette idée pour proposer
ci-dessous un algorithme pratique permettant d’estimer approximativement les limites sharp.

d
Ici, S,\f, joue lerole de T et Sy, joue le role de Zi:lZi (cf. aussi (B.38)). Sans perte de généralité,

on suppose que SJl prend les valeurs s, >2s, >... 2 S, -

%2 cf. Bernard et Vanduffel [2015a] pour avoir plus de détails et une intuition de la preuve de ce résultat.
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Algorithme de calcul de la VaR maximale

!
1. Onserappelleraque p, = Wf Calculez m := max{0, 7, —k} (de fagon que

+p; -1
a, = % = max{O,&}) et m, :=min{/,,N -k} (alors o, = % = min{l,i}).
f f f f

2. Calculez a, ou

o, = inf aE(allaz)NaRa(Sl\fl)ZTvaR pfpfa(sll\Jl) )

1—pf

3. Appliquez I'algorithme de réarrangement aux |_(1—,B*)£uj premiéres lignes de la

B, = p—pP:a.

partie Uy non fiable de la matrice M, ou 1-p; et ol L] désigne la partie

LA-8)¢,J=k+m, -1

entiére d’un nombre. A noter que f,oum, = La*é ¢ | , et que

m; < m, < m,.

4. Par notation abusive, nous désignons par Sy, les sommes réarrangées dans la partie
non fiable. Il s’agit de la dépendance qui permet éventuellement d’atteindre la VaR
TVaR, ., (Sy) VaR, _, (Sy)
/4D, /4D,

maximale en rendant fu aussi pres que possible de u . Pour
calculer cette VaR maximale possible, calculez toutes les sommes (lignes) pour Uy et

Fy et ordonnez-les de la plus grande a la plus petite, S, >S, >...>§, >...>5,.LaVaR

est donc §y.

L'algorithme qui précede se veut un moyen rapide de calculer des limites pour la VaR du risque
agrégé qui sont éventuellement atteignables. Il nécessite un seul lancement de I'algorithme de
réarrangement. Toutefois, vu que ce dernier génere rarement une somme parfaitement
constante sur la région ou il est appliqué, il se peut que I'on puisse obtenir une meilleure limite
en appliquant I'étape 3 aux k+m—/, premiéres lignes de Uy pour un certain autre

m (mEXm<m,).

[llustration de I'algorithme pour obtenir la VaR maximale dans I’'exemple avec d = 3,
N = 8,k = 3 avecla méme matrice M donnée en (B.37), de sorteque ¢/, =3 et /, =5.

Dans ce cas, a, = 0,75 et la VaR maximale théorique est égale a TVaR bpra = 8. Dans

l—pf

Ialgorithme, m, =&,/ fJ =12,25]= 2 et la VaR maximale est obtenue pour m, =2 (soit en

appliquant I'algorithme de réarrangement aux k+m, — ¢, =2 premiéres lignes de la partie non
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fiable de la matrice). En utilisant toutes les valeurs possibles de m, nous montrons ci-dessous
gu’il s’agit effectivement de la valeur optimale.

Nous cherchons la valeur minimale et la valeur maximale de m,
m, = max(0,0) = 0,m, =min(3,8-3) =3,
de sorte que le nombre de lignes auquel on peut considérer d’appliquer I'algorithme de
réarrangement se situe entre O et 3, car
k+m -2, =0,k+m,—-¢, =3.
La premiére VaR que nous calculons en prenant trois lignes de Sy, (m+k—/¢, =3 avec m=3)

est égale a VaR=7:

341
021
2 4 2 5 7
M=|71 43| Sk= , Sh= |7
3 7
322
412

La deuxieme valeur est égale a VaR=8 (m+k — ¢, =2 avec m=2) et elle est déja la plus

grande valeur possible :

3041

021 8 0
M=|2 42|, 8L=|8], Sﬁz[m}

303 3 3

42 2

En fait, une itération de plus (m =1) ne changera pas la valeur de la VaR, et deux itérations de
plus (m=0) produiront un nombre inférieur.

L'algorithme de calcul de la VaR minimale est semblable a celui servant au calcul de la VaR
maximale, ol TVaR est remplacé par LTVaR pour calculer «,. On trouvera plus de détails et un

exemple dans Bernard et Vanduffel [2015a].

B.4 Exemples de limites des mesures de risque des portefeuilles avec modélisation par
Monte Carlo de I'incertitude au sujet de la dépendance

Nous traitons maintenant de la fagon de simuler les limites analytiques de la variance, de la
TVaR et de la VaR (obtenues respectivement aux propositions B.2, B.3 et B.5), en donnant
quelques exemples.

B.4.1 Limites de la variance

Les limites supérieure et inférieure de la variance énoncées a la proposition B.2 peuvent étre
calculées par intégration numérique ou par simulation de Monte Carlo. Si le nombre d de
dimensions est élevé, il est évident que le meilleur moyen de calculer les limites théoriques est
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d’avoir recours aux techniques de Monte Carlo (a I'aide de simulations tirées du modele
multidimensionnel ajusté sur F). Nous illustrons la proposition B.2 au moyen d’un exemple. A
cet égard, il convient d’utiliser I'écart-type comme mesure de risque et non la variance (il est
clair que, dans ce cas, les limites sont égales a la racine carrée de celles présentées a la
proposition B.2). Cette facon de faire permet de comparer de maniére juste les résultats de cet
exemple avec ceux des exemples suivants qui utiliseront la TVaR ou la VaR comme mesure de
risque.

Exemple B.6 (Distribution normale multivariée comme modeéle de référence). On suppose que
(X,,..., X4) estun vecteur aléatoire avec distributions marginales normales standards. De plus,

on suppose que la distribution conjointe de (Xj,..., X,) est une distribution normale standard

multivariée ave parameétre de corrélation g sur le sous-ensemble F := (95,91 — p1% ¢ R4
(pour un certain < 50%), ou a, désigne le quantile de la variable aléatoire normale standard

au niveau de probabilité y . Dans le tableau B.1, nous supposons que d = 20 et nous donnons

les limites supérieure et inférieure de |'écart-type de la somme du portefeuille pour divers
niveaux de confiance 8 et niveaux de corrélation p. La premiére colonne (§ = 0 %) indique les
résultats des cas dans lesquels il n’y a aucune incertitude quant a la distribution multivariée;
elle sert donc de référence pour évaluer le risque de modélisation (cf. définition B.1). La
derniere colonne (f = 50 %) indique les limites pour les cas dans lesquels il y a une incertitude
totale au sujet de la dépendance; elle correspond donc a la situation habituellement étudiée
dans la littérature.

U=10 i =R?
=0 147 | (44,565) | (3.8, 10.6) | (1.23,19.3) | (0, 20
0 =01 762 | (7.41,8.28) | (6.23,11.7) | (1.69,19.2) | (0, 20
=05 14.5 | (13.8,146) | (11.1, 15.4) | (3.74,186) | (0, 20)

Tableau B.1: Dans la premiére colonne, nous indiquons I’écart-type de folxi dans
I’hypothese de normalité multivariée (aucune incertitude quant a la dépendance, c.-a-d. que

U = @). Les limites inférieure et supérieure de I'écart-type de Zizlei sont indiquées par paires
(07, 0F) selon divers niveaux de confiance . Nous utilisons 3 000 000 simulations. Tous les
chiffres consignés dans le tableau sont significatifs.

Au vu du tableau B.1, I'impact du risque de modélisation sur I’écart-type peut étre considérable
méme lorsque la distribution conjointe de (X,..., X,) est presque parfaitement connue, soit
lorsque 8 avoisine zéro (p,, est prés de 0). Posons par exemple = 0,05 % et p =0. Dans ce
cas, py=1- 0,99920 =~ 0,02, et nous constatons que l'utilisation de I'hypothése de normalité

multivariée (comme référence) pouvait conduire a sous-estimer I’écart-type de
(5,65-4,47)/4,47 = 26,4 % et a le surestimer de (4,47-4,4)/4,4 = 1,6 %. |l semble donc que

% Une distribution normale standard multivariée est dite avoir un coefficient de corrélation p si la corrélation
entre toutes les paires (X, X;), 1 # ], est égale a p.
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I’hypothese de normalité multivariée ne soit pas particulierement résistante face a 'erreur de
spécification. Ici, en fait, il est évident qu’elle donne lieu a une situation dans laquelle il est plus
probable de sous-estimer le risque que de le surestimer. De plus, I'exemple montre que I'ajout
d’information additionnelle au sujet de la dépendance (soit lorsque f§ < 50 %) peut modifier les
limites non contraintes (cas dans lequel f =50 %) et il vient confirmer que la dépendance est
importante lorsqu’il s’agit d’évaluer le risque d’un portefeuille. Par exemple, lorsque 8 =0,5%
et p=0,,onap,=1- 0,9920 =~ 0,18 et la limite supérieure non contrainte de |'écart-type perd

prés de la moitié de sa valeur (passant de 20 a 10,6).

U= U =R
b | B=0%|F=005%|F=05%|5=5% |5 =50%
=10 0 0.02 0.18 0.8 1
=01 0 0.02 0.18 0.87
=05 0 0.016 0.12 0.66

Tableau B.2 : Probabilité p,que (X,,..., X;) prenne des valeurs situées a I'extérieur du cube d

[qg, ql_ﬁ]d selon un niveau de confiance 8 et un niveau de corrélation p. Nous utilisons
3 000 000 simulations.

Dans le tableau B.2, nous indiquons, selon les niveaux de corrélation p et les niveaux de
confiance £ utilisés dans le tableau B.1, la probabilité p,, que (X,..., X,) prenne des valeurs

situées a I'extérieur du cube d F = [qgp, ql_B]d. Cette fagon de faire nous permet de mieux
interpréter les résultats du tableau B.1 et de mieux comprendre les effets du choix d’une autre
structure pour la région fiable F.

Dans I'exemple précédent, la région fiable est basée uniquement sur I'utilisation des densités
marginales N(0,1). Plus généralement, nous supposons que les densités marginales ont été
ajustées aux densités empiriques f; pour i =1,...,d, respectivement. F est donc défini par

Fo= o, me) € B V5 € {12, 9}, lan) 2 ¢

(B.50)
Dans le cas ou les événements rares correspondent aux plus grands ou aux plus petits résultats
des risques, cette approche est compatible avec I'utilisation d’un cube d comme région fiable.
Un autre critére naturel permettant de déterminer la partie fiable de la distribution multivariée
est celui consistant a commencer par une certaine densité multivariée ajustée f (provenant,
par exemple, d’'un modele gaussien multivarié, d’'un modele multivarié de Student ou d’un
modeéle de construction de paires de copules (Aas et al. [2009], Czado [2010])). La région fiable
est ensuite basée sur les niveaux de contour de la densité. Nous renvoyons le lecteur a Bernard
et Vanduffel [2015a] s’il veut obtenir plus de détails a ce sujet. Ces observations se
comprennent aussi intuitivement, puisque |'écart-type est sensible aux résultats élevés et ces
scénarios se produisent fréquemment lorsqu’on considére la limite supérieure (les événements
extrémes sont alors supposés étre entierement corrélés).
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B.4.2 Limites de la TVaR

Nous nous servons maintenant du méme exemple pour illustrer et calculer les limites de la
TVaR au moyen de simulations de Monte Carlo.

Exemple B.7 (Distribution normale multivariée comme modeéle de référence). Le tableau B.3
indique les limites de la TVaR selon divers niveaux de probabilité p et selon divers niveaux de
confiance f et de corrélation p. Les résultats concordent avec ceux de I'exemple précédent. Le
risque de modélisation est toujours présent lorsque f est faible, mais, en méme temps, la
disponibilité de I'information sur la dépendance (f < 50 %) permet de renforcer
considérablement les limites non contraintes (f = 50 %). Il est intéressant de noter que le degré
de risque de modélisation dépend aussi de I'interaction du niveau de probabilité p utilisé pour
évaluer la TVaR et du degré d’incertitude quant a la dépendance, tel qu’il est mesuré par f3.
Lorsque p est grand (p. ex., p = 99,5 %), une faible proportion d’incertitude du modéle (p. ex.,
p =0.05 %) semble avoir un effet considérable sur le risque de sous-estimation découlant du
modele. Nous pouvons expliquer ce fait comme suit. La TVaR mesure essentiellement la
moyenne de toutes les VaR supérieures et son niveau est donc principalement déterminé par
les scénarios dans lesquels un ou plusieurs résultats des risques considérés sont élevés.
Toutefois, ces scénarios ne sont pas considérés comme fiables pour représenter la dépendance
(dans la queue) avec un impact négatif sur le niveau de la TVaR. De fait, pour un niveau donné
de p, le risque de sous-estimation découlant du modéle augmente brusquement lorsque 8
augmente et il s’approche de son maximum déja pour des valeurs faibles ou moyennes de £5.
Cet effet est encore mis en évidence lorsque p augmente. Autrement dit, la TVaR est tres
vulnérable a I'erreur de spécification du modele, surtout lorsqu’elle est évaluée selon des
niveaux de probabilité élevés.

U= i =R4

F =[¢z, q1-5)° B =0%| g=005% B =0.5% 5 =5% B = 50%
p=0 9.21 | (912,116 ) | (8.49,27.5) | (3.26 ,41.3) | (-0.002, 41.3}
p=95% p=01] 157 (154 ,17.3) | {13.5,284) | (4.72 ,41.8) | (0.004 ,41.3)
p=05| 299 (28.1,20.8) | (2229, 34.0) | (10.0,41.3) | (-0.002, 41.3)
p=0 12.9 (12.8 ,304) | (121, 57.9) | (7.82, 57.9) | (-0.004 , 57 .9)
p=995% p=01 o0 (21.5,32.3) | (19.0,57.8) | (10.0,57.9) | (-0.002, 579}
p=105 42 (374 ,47.8) | (296, 57.9) | (152, 57.9) | (0.019, 57.9)

20
Tableau B.3 : TVaRgs ¢ et TVaRgg 5% de Zi:lXi sont indiquées en I'absence d’incertitude

(modeéle normal standard multivarié avec ‘U = @). Les limites sont ensuite données selon divers
niveaux de confiance 3, de corrélation p et de probabilité p. Le calcul des limites se base sur
3 000 000 simulations. Tous les chiffres indiqués sont significatifs.

A I'exemple du cas de I’écart-type, on peut aussi utiliser une région fiable qui est basée sur les
contours de la distribution normale multivariée, afin d’évaluer les limites supérieure et
inférieure. Vu que les résultats sont similaires, nous n’en donnons pas les détails.
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B.4.3 Limites de la VaR

Nous analysons ici les limites de la VaR lorsque le modele de référence est une distribution
normale multivariée.

Exemple B.8 (Distribution normale multivariée comme modeéle de référence). Les limites de la
VaR indiquées dans le tableau B.4 ont été obtenues en quelques minutes, au moyen de

3 000 000 simulations de Monte Carlo. Nous faisons les observations suivantes. Tout d’abord, le
risque de modélisation est nettement présent méme lorsque la dépendance est principalement
connue (soit lorsque [ est petit). De plus, le degré précis d’erreur de spécification dépend
fortement du niveau de probabilité p utilisé pour évaluer la VaR. Considérons le modele de
référence avec p = 0 (les risques sont indépendants et suivent une distribution normale
standard) et § = 0 % (aucune incertitude). Nous obtenons

VaR (> X, )= /2007 (95%) = 7,35 et, de méme, VaR g5 (3

20
i=1

Xi): 115,

VaR gg’gs%ﬁzxi): 14,7 . Toutefois, si f = 0,05 %, p,, = 0,02, et le modéle de référence
pourrait sous-estimer la VaR a 95 % de (8,08-7,36)/8,08 = 8,9 % ou la surestimer de
(7,36-7,27)/7,27 = 1,24 %. Cependant, lorsqu’on utilise la VaR a 99,5 %, le degré de sous-
estimation peut monter a (30,4-11,5)/30,4 = 62,2 %, tandis que le degré de surestimation est
égal a seulement (11,5-11,4)/11,4 = 0,9 %. Le risque de sous-estimation augmente donc
brusquement en fonction du niveau de probabilité qui est utilisé pour évaluer la VaR.

U=0 U =R?

F=lgag? |£=0%]| B=005% 5=05% B =5% $=05
p=95%  p=0 | 7.36 | (7.27,808)|(665,27.5) | (079,41.83) | (-2.17,4L3)
p=95% p=01] 125 | (122,133} | (107,277 )| (1.50,41.2) | (-2.17,413)
p=95% =05 | 2388 |(229,242)|(189,309) (697 ,41.2) | (-2.17,413)
p=99.5% p=0 115 [ (114 ,304) [ (108,578 [ (6.13,57.8) ] (-0.29,57.8)
p=99.5% p=01| 196 | {191,314} |(169,578) | (822,57.8) | (-0.29,57.8)
p=99.5% p=05| 374 | (343,451 | (274,578 )| (135,57.8) | (-0.29,57.8)
p=99.95% p=0 147 [ (146 ,710) [ (138,701 )] (931,71.1) [ (-0036,7L.1)
p=99.95% p=01| 251 | {242,701y |(215,70L1) | (12.1,71.1) | (-0.035,71.1)
p=99.95% p=05| 47.7 | (413,711} | (323 ,7.1) | (17.2,71.1) | (-0.036,71.1)

20 .. , ,
Tableau B.4 : VaRgs %, VaRgg 5% et VaRgg o5 de Ziﬂxi sont indiquées en I'absence

d’incertitude (modeéle normal standard multivarié avec U = @). Les limites sont ensuite données

selon divers niveaux de confiance [, de corrélation p et de probabilité p. Nous utilisons
3 000 000 simulations et tous les chiffres indiqués sont significatifs.

Enfin, on note que lorsque des niveaux de probabilité trés élevés sont utilisés pour calculer la
VaR (p = 99,95 %; se reporter aux trois derniéres lignes du tableau B.4), les limites supérieures
contraintes sont trés pres de la limite supérieure non contrainte, méme lorsqu’il n’y a presque
aucune incertitude au sujet de la dépendance (f = 0,05 %). Les limites calculées par Embrechts
et al. [2013] sont donc quasiment les meilleures limites possibles, méme s'il semble que le
modele multivarié est connu selon un tres haut niveau de confiance. Cela implique que tout
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effort visant a ajuster avec précision un modéle multivarié ne permettra pas de réduire le
risque de modélisation associé a la mesure de risque (et au capital requis).

On notera que lorsqu’aucune information sur la dépendance n’est disponible (f =50 %), les

limites supérieure et inférieure indiquées a la proposition B.4 se réduisent respectivement a
d d

zileVaR p(Xi) et zi:lLTVaR p(Xi) et coincident avec la limite inférieure A et la limite

supérieure B données par Bernard et al. [2013b]. A I'aide de leurs formules pour A et B, nous

constatons que les limites de la VaR, des sommes de 20 risques indépendants V'(0, 1) sont
données par

YO 0) I ()

Y 1-p

et nous remarquons qu’elles sont compatibles avec les limites indiquées dans le tableau B.4.
Par exemple, lorsque p =95 %, nous obtenons (A, B) = (-2,17; 41,25), ce qui concorde avec les
chiffres du tableau B.4.

Exemple B.9 (Risques suivant une distribution de Pareto). Nous présentons un autre exemple
avec les risques suivant une distribution de Pareto et nous constatons que les mémes résultats
peuvent étre obtenus. lls sont méme amplifiés. Nous supposons que les risques individuels
suivent tous une loi de Pareto de parametre & = 3. Nous supposons qu’ilya d =20 risques
suivant une Pareto de parametre & et que leur dépendance est modélisée par une copule
gaussienne de parametre p (corrélation par paires). La fonction de répartition de chaque

risque, pour x > 0, est définie par
F(x)=1-(1+x)".

La VaR au niveau p €(0,1) est donnée par
Fl(p)=(1-p) ™" -1.

Nous supposons que la zone fiable se base sur le fait que chaque distribution marginale se
trouve entre le quantile de niveau 1- 3 et S

d
S = m 195 < Xo € q1-5)
=1

ou
9, =(1-8)""-1

Apres n =3 000 000 simulations de d = 20 variables de Pareto, nous obtenons les résultats
suivants pour les limites de la VaR :
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U= U =R
e=05%  p=0 | 166 | (16,184) | (18.8,374) | (862,61.4)|(7.29,61.4)
a=05% p=01]| 197 |(183,206)| (159,378 | (882,614 | (7.29,61.4)
o=05% p=05| 28 |(265,335)|(206,43.2)|(10.3,61.4)|(7.29,61.4)
o=005% p=0 | 258 |(215,607)] (175,156 | (107,156 | (9.27, 156 )
o=005% p=01| 325 | (27.9,63) | (20.8,156) | {116,156 | (9.27, 156)
a=005% p=05| 611 | (49,947) | (316,155 | (14,155) | (9.26, 155)
0=09.95% p—0 | 435 | (265,350 | (20.5,360) | (124,360 | (9.83, 350 )
0=09.95% p=01| 51.9 | (36.5,357) | (26.8,359) | (13.9,358) | (9.82,357)
0=99.95% p=05| 116 | (696,361 ) | (40.1,361) | (168,359 ) | (9.83, 350 )

B.4.4 Autres considérations relatives au risque de modélisation

Considérons encore une fois un vecteur aléatoire (X,,..., X,;) dont les distributions marginales

suivent une loi normale standard et sont toutes corrélées selon un coefficient de 10 %
(référence). Nous nous focalisons maintenant sur le risque de sous-estimation et de

surestimation découlant du modele; c.-a-d. que nous considérons les quantités

of ol Xd) | or— o3, Xl

oF

o

H

(B.51)

qui ont été introduites a la section B.4 (définition B.1 et expressions (B.28) et (B.29)). La mesure
de risque o(.) est la VaR et la TVaR, et, pour la région fiable F, nous considérons les contours
elliptiques tels que P((Xy, ..., X4) € F) = py.

A la figure B.3, nous représentons le risque de sous-estimation et de surestimation de la VaR et
de la TVaR, respectivement, selon divers niveaux de probabilité p et en utilisant les mesures de
risque (B.51) pour le risque de modélisation. D’apreés la figure B.3, nous constatons qu’une
légére erreur de spécification du modele entraine possiblement déja une importante sous-
estimation de la VaR et de la TVaR. Par contre, le risque de surestimation semble étre moins
grand. Nous pouvons expliquer ces observations comme suit. Dans le modele de référence, il
est supposé que les risques X, (i =1,2,...,d) suivent une loi normale multivariée, avec un

coefficient de corrélation de seulement 10 %. Toutefois, en présence d’incertitude, les risques
sont supposés étre entierement dépendants dans la région non fiable U lorsqu’il s’agit de
calculer la limite supérieure de la TVaR, et se comporter comme une constante lorsqu’il s’agit
de calculer la limite inférieure (la somme du portefeuille est donc elle aussi constante dans ce
cas). La derniére situation étant plus pres de celle qui est présente dans le modéle de référence,
le risque de surestimation de la TVaR est relativement faible. Inversement, le risque de sous-
estimation est plutot considérable. On observe les mémes tendances pour les limites de la VaR,
car celles-ci sont basées sur la TVaR d’'une somme comonotone et different donc de la VaR sous
le modeéle de référence (les risques sont faiblement corrélés).
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06-""" Risk of underestimation of TVaR|
= =1 Rigk of overestimation of TVaR o4
== Risk of underestimation of VaR .

Risk of overestimation of VaR *

N
'S

Model Risk

0.2 7

WU e ] e )

0 |
0.85 0.9 0.95 1

Risk of underestimation of TVaR = Risque de sous-estimation de la TVaR
Risk of overestimation of TVaR = Risque de surestimation de la TVaR
Risk of underestimation of VaR = Risque de sous-estimation de la VaR
Risk of overestimation of VaR = Risque de surestimation de la VaR
Model Risk = Risque de modélisation

Figure B.3 : Nous supposons que (X, X,,...X,,) est une distribution standard multivariée avec

corrélation par paires p = 0,1. Posons pr = 90 %. Nous montrons le risque de surestimation ou
de sous-estimation de VaR, et de TVaR,, comme une fonction de p.

Nous constatons aussi que lorsque le niveau de probabilité p est élevé, le risque de sous-
estimer la VaR en raison du modele semble étre plus grand que le risque de sous-estimer la
TVaR pour la méme raison. Nous expliguons comme suit ce fait remarquable. Lorsque p est
suffisamment grand (en comparaison de 1—-p,), la pire des VaR et |a pire des TVaR de la

somme du portefeuille sont toutes deux basées sur les scénarios non fiables, car les plus grands
résultats pour la somme du portefeuille correspondent habituellement aux scénarios non
fiables. Ainsi, dans ce cas, la pire des VaR et la pire des TVaR ont tendance a étre pres I'une de
I'autre?, Toutefois, I’écart entre la TVaR modélisée et la VaR modélisée demeure, bien
entendu, strictement positif. Ensemble, les deux effets impliquent que le risque de sous-
estimer la VaR en raison du modele est plus important que le risque de sous-estimer la TVaR
lorsque p est trés grand. Cet exemple laisse donc penser que la VaR est plus sensible au risque

** puccetti et Riischendorf [2012a] ont montré que, sous des conditions peu restrictives et pour un ensemble
donné de scénarios, la pire des VaR se comportait, de maniere asymptotique, comme la pire des TVaR.
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de modélisation que ne I'est la TVaR. Il montre aussi qu’'un modele peut bien s’ajuster aux
données dans leur ensemble mais néanmoins ne pas étre adéquat pour estimer la VaR a des
niveaux de probabilité élevés.
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Annexe C — Définitions des notations mathématiques

Symbole | Explication Exemples
¥ Risque individuel (xijd dans
i .
la matrice
. )__ S =Xz X
S Risque agrégé (s; dans la
matrice)
Vecteur de perte du _
X portefeuille X=Xy, Xa)
{X1i s Xaidbiz=1, N
{..} Ensemble Un ensemble de N vecteurs d’observations a
d dimensions
1) Ensemble vide F=0
o) Mesure du risque VaR, TVaR, etc.
K Exigence de capital
()'or (). | « Insuffisance » (s- Q(S))+ =max(0,S5 — ¢S],
(S — Q(S))+ , la perte totale que 'assureur n’est
= « défini comme » pas en mesure de rembourser, est définie comme
S — o[S], si elle est plus grande que 0.
S beER,
€ Appartient a b appartient aux nombres réels
7 Moyenne de la fonction de Fonction de score T : erreur quadratique, erreur
score absolue, etc.
x*=argminE(T(x,S)),
. X
argjrcmn Argument du minimum point x pour lequel E(T(x, S)) atteint sa valeur
minimale
C Fonction copule
U Distribution uniforme
d Partagent les mémes .
= fonctions de distribution X:(Fx‘ll(Ul), Fx‘i U,),..., Fx‘i U,)
Fonction de répartition,
F, ,F;1 | fonction de répartition
inverse de Y
X =cxVY,
<cx Ordre convexe « X etY ontla méme moyenne maisque Y ala

plus grande variance »
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X X; aprés réarrangement
U Unionde...ou...
F Région « fixe » ou « fiable » | pd — £y
Région « non fixe » ou « non
u .
fiable »
C Sous-ensemble F c R4
\ « excluant » U= RH\F
| Tel que (Xll XZr ---er) | {(Xer2r ...,Xd) € T}
Borne supérieure
+ +. — d g
e (supremum) de o oF+ = sup{e(Li=1 Y}
_ Borne inférieure (infimum) .
0 de o o7: = infle(Xiz, Y1)}
I Variable indicatrice [=1,if (X, X, Xig) €EFn (1=1,2,...,N).
[.] Partie entiere
Variables aléatoires dans la e -1
Zi ) Ti partie non ﬁxe, la partie fixe Zi - FXil(Xl,Xz,...,Xd)EU(U) ’ Ti - FXi|(X1,XZ,...,Xd)€T(U)
N N vecteurs d’observations
(scénarios)
Nombre d’éléments dans
{)fﬂ?u F U N=€f+€u
PrPu Probabilité d’étre dans F, U | py = /N, p, = €4 /N
p Niveau de probabilité VaR,, k:=N(1-p)
S Moyenne de s
Q Espace de probabilités
Quantile de la variable
dy aléatoire normale standard
ay F =[98, q1-5]* © R?
B Niveau de confiance
p Coefficient de corrélation
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v « pour tous » F o= {(trp o Xar) € R V) € {1,2, ..., d}, F (x50) =
f Densités empiriques £}
Fonction de densité,
¢, d . e
N(0,1) fonction de répartition de
’ normale standard N (0,1)
N Intersection F=Nii{ap < Xk < q1-p}
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