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Résumé

La structure tarifaire des rentes variables est importante tant pour les assureurs que pour les
titulaires de police. Une structure tarifaire bien congue peut permettre de réduire
I’exposition au risque de I'assureur et d’accroitre du méme coup le bien-étre du titulaire de
police. Nous proposons donc une rente variable assortie d’une nouvelle structure tarifaire a
point culminant (STPC) et nous en examinons les répercussions pour |'assureur et le titulaire
de police.

Du point de vue de I'assureur, nous déterminons d’abord les frais d’assurance équitables
dans le cadre conventionnel de tarification risque-neutre, puis nous discutons des
répercussions de la gestion du risque par I'assureur.

Du point de vue du titulaire de police, nous envisageons trois types de titulaires de police
avec préférence pour la moyenne-variance, a savoir un titulaire de police novice, un titulaire
de police novice avec chocs exogénes et un titulaire de police avisé. Nous évaluons d’abord
le bien-étre de ces titulaires de police dans le contexte de la rente variable avec structure
tarifaire a point culminant. Puis, nous intégrons une analyse comparative du bien-étre des
titulaires de police en vertu d’une tarification constante et d’une tarification soumise a des
contraintes qui sont fonction de la conjoncture. Nous constatons que la structure tarifaire a
point culminant peut généralement accroitre le bien-étre du titulaire de police par rapport
aux deux autres structures tarifaires. Plus précisément, la structure tarifaire a point
culminant est plus avantageuse pour les titulaires de police qui sont plus réfractaires au
risque, plus susceptibles de subir des chocs exogenes et dont la durée du contrat est plus
courte. En outre, nous observons que la structure tarifaire a point culminant est plus robuste
pour le bien-étre des titulaires de police pour toute une gamme de préférences en matiére
de risque et qu’elle est donc plus négociable que les deux autres structures tarifaires.

1 Introduction

Les rentes variables (RV) sont des produits d’assurance indexés sur actions émis par des sociétés
d’assurances. Grace a leurs options de placement souples, au régime favorable de report d’'imp6t
et a leurs garanties de stabilité a long terme, elles ont représenté |'un des instruments de
placement les plus répandus au cours des deux derniéres décennies. A I’entrée en vigueur d’un
contrat de RV, un titulaire de police verse une prime initiale forfaitaire a un assureur, qui I'investit
dans un panier de fonds communs de placement attribués a I’avance (souvent désigné fonds de
police) en ouvrant un compte de placement pour suivre le rendement du fonds de police. Les
versements effectués en vertu d’un contrat de RV sont souvent assujettis a certaines garanties
minimales qui s’appliquent lorsque le rendement du fonds de polices est faible. Pour financer ces
garanties, I'assureur épuise périodiquement le compte de placement en facturant des frais
d’assurance. Le titulaire de police peut également renoncer au contrat de RV avant I'échéance,
sous réserve d’une pénalité de rachat prédéterminée.



Ainsi, un contrat standard de RV avec versements minimaux garantis protege le titulaire de police
des conditions de marché baissieres tout en lui permettant de tirer un gain financier des
mouvements haussiers du marché. Par ailleurs, I'assureur s’expose a divers risques, entre autres
le risque de marché financier, le risque de mortalité et le risque de comportement du titulaire de
police (p. ex., le risque de rachat).

Quoi gu’il en soit, méme en tenant compte des avantages apparemment importants pour les
titulaires de police, le marché des RV a connu une baisse des ventes au cours des cing derniéres
années. De nombreuses raisons ont été évoquées pour expliquer cette tendance, plus
particulierement les frais d’assurance élevés associés aux RV (voir Bernard et Moenig, 2017). La
Iéthargie du marché des RV souligne I'importance de la structure tarifaire dans la négociabilité de
ces rentes. D’une part, des structures de frais différentes induisent des incitatifs différents pour
les titulaires de police dont les préférences et les objectifs individuels sont quelque peu uniques.
D’autre part, en influencant le comportement des titulaires de police, chaque structure tarifaire a
ses propres répercussions sur les activités de gestion des risques de I'assureur. |l serait préférable
de recourir a une structure tarifaire qui garantit I’équilibre entre les intéréts et les préférences des
assureurs et des titulaires de police.

Pour les RV, la structure de frais la plus courante est celle que I'on appelle structure de frais
constants, qui permet de prélever provisoirement un pourcentage fixe du compte de placements
a titre de frais d’assurance. Comme I'ont souligné de nombreux chercheurs, il est connu que cette
structure tarifaire qui ne varie pas dans le temps et qui n’est pas fonction de la conjoncture incite
les titulaires de police a racheter le contrat de RV lorsque la valeur du compte de placement
augmente, car ils paient des frais d’assurance élevés pour obtenir des garanties a valeur
négligeable. Compte tenu de ce probleme, quelques documents de recherche ont porté sur des
solutions éclairées pour concevoir des structures tarifaires plus favorables. Par exemple, Bernard
et Moenig (2017) proposent une structure tarifaire temporelle, en vertu de laquelle les frais
d’assurance sont réduits apres une certaine période minimale. En décourageant implicitement le
titulaire de police de racheter le contrat, il est démontré que la structure tarifaire temporelle
réduit les frais d’assurance tout en maintenant la rentabilité du contrat de RV pour les assureurs.
Bernard et coll. (2016) et Cui et coll. (2017) envisagent une structure tarifaire indexée sur l'indice
VIX et ils montrent son attrait pour aider a recentrer la perception des frais d’assurance sur la
responsabilité de I'assureur, ce qui pourrait contribuer a réduire l'incitatif de rachat pour le
titulaire de police. En lien direct avec le travail actuel, Bernard et coll. (2014) proposent une
structure tarifaire qui est fonction de la conjoncture, qui prévoit la facturation de frais constants
uniguement lorsque la valeur du compte de placement est inférieure a un certain seuil. Puis,
MacKay et coll. (2017) démontrent que la structure tarifaire qui est fonction de la conjoncture
peut rendre le comportement de rachat complétement sous-optimal en imposant une certaine
pénalité de rachat négociable.

Méme si la plupart des documents susmentionnés montrent que les nouvelles structures tarifaires
proposées sont utiles pour mieux harmoniser le passif de I'assureur et la perception des frais
d’assurance (ce qui est donc avantageux pour I'assureur en raison de la réduction du risque de
rachat), on sait peu de choses sur I'incidence éventuelle de ces structures tarifaires sur les
titulaires de police. La structure de frais constants a pour principal inconvénient que les frais a
pourcentage fixe ne s’adaptent pas aux incitatifs visant les titulaires de police dans diverses



conditions du marché et qu’ils nuisent donc au bien-étre des titulaires de police, ce qui finit par
miner la négociabilité des RV. Toutefois, en se concentrant principalement sur les répercussions
de la gestion des risques de I'assureur, I'analyse ne tient pas compte de facon exhaustive des
intéréts des deux parties dans I'opération financiere.

Par conséquent, le présent document vise a proposer une rente variable assortie d’'une nouvelle
structure tarifaire a point culminant (STPC) et a en examiner le bien-fondé pour le titulaire de
police et I'assureur. On suppose que cette structure combine des caractéristiques provenant de
frais constants qui sont fonction de la conjoncture et d’un tarif STPC a I'état pur. Plus précisément,
en plus de frais constants qui sont fonction de la conjoncture, la STPC est congue pour facturer
des frais a point culminant (FPC) lorsque le compte de placement atteint de nouveaux sommets
au-dela d’un certain seuil. Nous démontrerons que la STPC réduit la variance des versements de
RV en stabilisant le compte de placement, une caractéristique souhaitable pour un titulaire de
police réfractaire au risque. Cette situation est attribuable a la conception inhérente de la STPC,
qui consiste a imposer des frais constants réduits lorsque la valeur du compte de placement est
faible, tout en limitant le taux de croissance de ce compte lorsque le marché financier offre de
bons rendements. Grace a la spécification des FPC, nous démontrerons que les RV résultants
présentent divers niveaux de stabilité. Toutefois, cela aura pour effet d’accroitre le risque de
rachat lorsque le compte de placement deviendra important par rapport a la structure des frais
constants qui sont fonction de la conjoncture.

Il convient de noter que les FPC sont souvent appliqués dans I'industrie des fonds de couverture
ou une structure tarifaire deux-et-vingt® est largement acceptée. L'incidence des FPC sur les
investisseurs et les gestionnaires de fonds dans le fonds de couverture a été bien documentée;
voir par exemple Guasoni et Obléj (2016) et les renvois s’y rapportant. Toutefois, nous tenons a
souligner que I'application proposée de FPC dans les RV est fondamentalement différente de son
utilisation dans les fonds de couverture. En effet, dans les fonds de couverture, les FPC servent a
rémunérer les gestionnaires pour leurs compétences tandis qu’en RV, ils sont utilisés pour
financer les garanties intégrées.

En ce qui concerne I'analyse, nous proposons d’adopter I'approche de tarification risque-neutre
pour déterminer les frais d’assurance équitables? pour les RV au moyen de la STPC. Il s’agit de
I’approche conventionnelle de tarification des RV dans la documentation; voir par exemple Bauer
et coll. (2008), Dai et coll. (2008), Huang et Kwok (2016), Milevsky et Salisbury (2001, 2006),
Milevsky et Salisbury (2002), et les renvois s’y rapportant.

Dans le cadre de la tarification risque-neutre, les titulaires de police ont avantage a maximiser la
valeur actualisée attendue (VAA) des paiements en espéces futurs puisque chaque agent est en
mesure de reproduire tous les paiements en espéces possibles dans un marché complet sans
friction. Dans ce qui suit, nous désignons cette stratégie optimale des titulaires de police comme
stratégie de tarification risque-neutre. Nous supposons qu’il est important que les titulaires de
police suivent cette stratégie, bien qu’elle puisse s’écarter du comportement empirique des
titulaires de police. La raison en est que cette stratégie correspond au passif le plus défavorable

1 Frais constants de 2 % pour I'actif sous gestion et FPC de 20 % pour la nouvelle STPC
2 Les frais équitables sont également désignés frais d’équilibre. Il s’agit des frais qui visent a faire correspondre la valeur
actualisée attendue des paiements en especes futurs destinés aux titulaires de police a leurs primes initiales.
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(aussi appelé codt de couverture dans Forsyth et Vetzal, 2014) pour les assureurs. En d’autres
termes, en adoptant cette stratégie au moment de la tarification, les assureurs peuvent couvrir
toutes les sorties de trésorerie possibles sans risque.

Du point de vue des titulaires de police, nous évaluons le bien-étre rattaché a la possession des RV
en supposant une préférence de risque a moyenne-variance (MV). Nous effectuons une analyse
comparative en tenant également compte du bien-étre des titulaires de police en vertu des
structures de frais constants et de frais qui sont fonction de la conjoncture. Dans un marché
complet et sans friction, la stratégie de tarification risque-neutre devrait refléter entierement le
comportement des titulaires de police (pour plus de détails, voir Bauer et coll., 2017). Toutefois, le
marché de I'assurance-vie n’est ni complet ni sans friction et I'on peut constater une discordance
importante entre le comportement empirique des titulaires de police et le comportement de
tarification risque-neutre (voir, p. ex., Bauer et coll., 2017, Azimzadeh et coll., 2014 et Moenig et
Bauer, 2015). Par conséquent, il est nécessaire d’évaluer le bien-étre des titulaires de police en
supposant un ensemble de préférences différent de celui de la stratégie de tarification
risque-neutre. L'analyse de la MV de Markowitz (1952) jette les bases de la théorie moderne du
portefeuille en officialisant I'énoncé du compromis de I'investisseur entre le risque et le
rendement d’une stratégie.

Les titulaires de police devraient donc tenir compte de la variance des versements de RV, car une
faible variance indique des versements en especes stables, ce qui est une vertu pour un
instrument de placement a long terme comme les RV. Pour tenir compte de la diversité des
comportements des titulaires de police, nous considérons trois types de titulaires de police : le
titulaire de police novice, le titulaire de police novice avec chocs exogenes et le titulaire de police
avisé. Le titulaire de police novice correspond au titulaire de police dont la littératie financiere ou
les connaissances du marché sont insuffisantes et qui rejette donc les options de rachat intégrées
aux RV; le titulaire de police novice aux prises avec des chocs exogenes dans sa vie et qui rachete
le contrat de RV de fagon sous-optimale a un moment aléatoire indépendant; enfin, le titulaire de
police avisé correspond au titulaire de police dont la littératie financiere et les connaissances du
marché sont adéquates et qui rachete le contrat de RV de fagon optimale. Nous examinons le
bien-étre des deux premiers types de titulaires de police en évaluant la moyenne et la variance
des versements de RV. Nous examinons le bien-étre du titulaire de police avisé en nous attaquant
a l'incohérence temporelle découlant d’un probléme d’arrét optimal de la MV.

En évaluant le bien-étre des trois types de titulaires de police susmentionnés avec une préférence
pour la MV, nous démontrerons que la STPC peut, de facon générale, améliorer le bien-étre des
titulaires de police par rapport aux structures de frais constants et de frais qui sont fonction de la
conjoncture. Plus précisément, la STPC est plus favorable pour les titulaires de police davantage
réfractaires au risque, plus susceptibles de subir des chocs exogenes pendant la durée de la police,
et dont le contrat est de plus courte durée. En outre, la STPC est plus robuste pour le bien-étre
des titulaires de police pour une gamme de préférences en matiere de risque et elle est donc plus
négociable que les structures de tarifs constants et de tarifs qui sont fonction de la conjoncture.



Les principales contributions au présent document sont résumées en quatre points :

» Nous proposons une structure tarifaire des RV a point culminant et nous en démontrons
les avantages pour ce qui est de stabiliser le compte de placement et de réduire la
variance des versements de RV.

« L’analyse d’un contrat de RV fondée sur la STPC est effectuée en tenant compte de
I'intérét des deux parties (titulaires de police et assureurs) dans le cadre de |'opération.
Les documents relatifs aux RV portent en grande majorité sur la tarification (et la
couverture) d’un certain produit de RV. Dans le présent document, nous examinons le
bien-étre d’un groupe varié de titulaires de police au sein d’un ensemble de RV dans le
cadre de la STPC (comme dans I'esprit de Steinorth et Mitchell, 2015).

« Pour étudier le bien-étre du titulaire de police avisé, nous établissons officiellement un
systeme d’équations étendues de Hamilton-Jacobi-Bellman (équations EHIB)
correspondant a un probléme d’arrét optimal de la MV a deux variables qui sont fonction
de la conjoncture et dont I'horizon est aléatoire. La complexité découlant de la grande
dimension et de I’horizon aléatoire est surmontée. Il convient de souligner que de
nombreux documents traitent des problemes de controle stochastique en vertu du critere
de MV a la suite des travaux précurseurs effectués par Basak et Chabakauri (2010), Bjork
et Murgoci (2010) et Zhou et Li (2000). Toutefois, la documentation sur les problémes
d’arrét optimal de la MV est plut6t rare. Les travaux actuels peuvent aider a combler ce
vide.

« Notons que la résolution d’un systeme d’équations EHJB correspondant a un probleme de
contréle optimal de la MV peut parfois étre réduite a la résolution d’un systeme
d’équations différentielles ordinaires (EDO), compte tenu de la forme semi-explicite de la
fonction de valeur. Cependant, pour un probleme d’arrét optimal de la MV avec horizon
fini, on ne peut avoir recours qu’a des solutions numériques en raison de I'absence d’une
solution explicite pour la fonction de valeur. Par conséquent, nous élaborons un
algorithme fondé sur Wang et Forsyth (2011) pour résoudre le systéme d’équations EHJB.
Nous allons plus loin que Wang et Forsyth (2011) en établissant le lien entre le systeme
des équations EHJB et I'algorithme proposé.

Voici le plan de I'étude. La section 2 présente officiellement la RV avec STPC et son modele de
tarification risque-neutre. La section 3 présente des exemples numériques des frais d’assurance
équitables et des régions de rachat correspondantes pour un titulaire de police a tarification
risque-neutre selon la STPC. A des fins de comparaison, nous présentons également les résultats
correspondants pour les structures a tarifs constants et a tarifs qui sont fonction de la
conjoncture. Les sections 4, 5 et 6 évaluent le bien-étre d’un titulaire de police novice, d'un
titulaire de police novice avec chocs exogenes et d’un titulaire de police avisé, respectivement, en
vertu de la STPC. Une fois de plus, nous menons une analyse comparative pour examiner le
bien-étre des titulaires de police en vertu des structures a frais constants et a frais qui sont
fonction de la conjoncture. La section 7 constitue la conclusion. Des démonstrations et certains
résultats techniques sont présentés aux annexes.



2 Le modeéle de tarification risque-neutre

Dans la présente section, nous décrivons en détail le contrat de RV a I’étude et nous formulons
son modele de tarification risque-neutre dans un cadre stochastique d’arrét optimal en temps
continu.

2.1 Le contrat

Considérons un contrat de RV avec échéance T > 0. Au début du contrat, le titulaire de police
verse une prime initiale P qui est investie dans un panier de fonds prédéterminé, soit le fonds de
police. L’assureur établit un compte de placement F pour suivre le rendement du fonds de police
sous-jacent avec Fo= P. On suppose que le contrat de RV comporte les garanties intégrées
suivantes :

e Prestation de décés minimales garanties (PDMG) : au déces du titulaire de police au
moment t € (0,T), le contrat précise que la prestation de déces correspond au plus élevé
des montants suivants : F; et le montant garanti G:.

e Prestation a échéance minimale garantie (PEMG) : a I'’échéance du contrat 7, un
versement égal au plus élevé du montant du compte de placement Fr et du montant
garanti Gr est versé au titulaire de police.

Dans ce qui suit, nous supposons que le montant garanti augmente continuellement a un taux g >
0 avant I’échéance du contrat, c.-a-d. G:= Goe9' pour t € (0, T]. Il convient de noter que le taux de
cumul g ne doit pas étre supérieur au taux sans risque r pour exclure les possibilités d’arbitrage.

Entre-temps, le titulaire de police est autorisé a racheter le contrat de RV a tout moment avant
I’échéance. Si ce droit de rachat est exercé, aucune garantie n’est applicable et une pénalité k est
imposée sur le solde du compte de placement. Ainsi, au moment du rachat, le titulaire de police
recevra (1-k:)F: a t € [0,T). Pour décourager le comportement de rachat anticipé, la pénalité de
rachat k:est habituellement présumée diminuer avec le temps.

2.2 Evolution du compte de placement

Supposons un espace de probabilité (Q,F,Q), avec filtration {Ft}o<t<t conforme aux conditions
habituelles, ol Q est une mesure martingale équivalente. En vertu de cette mesure, nous
supposons que le processus de valeur du fonds de police S suit un mouvement brownien
géométrique avec dynamique

dS;

?L = T'dt + O'thQ

’



ol r>0,0>0 et {Wo représentent un mouvement brownien en vertu de Q. Selon la STPC, les
frais d’assurance renferment deux composantes, a savoir des frais constants continuellement
facturés a un taux ¢ 2 0 lorsque le compte de placement est inférieur a un certain seuil 8, et des
FPC a tarif a 2 0 facturés lorsque le compte de placement atteint de nouveaux sommets au-dessus
du seuil §%. En vertu de Q, la dynamique du compte de placement dans le cadre de la STPC est
présumée correspondre a

dFt = (r - c1{Ft<9})Ftdt + oFtdWtQ - al{Ft>8}dMt, 1

désigne les FPC du compte de placement au temps t. A des fins de comparaison, nous
introduisons également la dynamique du compte de placement sous deux autres structures
tarifaires pour les RV :

e La structure de frais constants :
dFy = (r — ¢)Fidt + aFtdW,Z@, et

e La structure de frais qui sont fonction de la conjoncture (Bernard et coll., 2014) :

dF, = (r — clyp,<ey) Fydt + o FdW2

Notons que le méme parametre c est utilisé pour représenter les frais constants dans les trois
structures tarifaires. Cependant, en vertu du modele d’évaluation risque-neutre, le parameétre ¢
de la STPC sera différent de ceux de la structure de tarifs constants ou de frais qui sont fonction de
la conjoncture. Nous utilisons le méme parametre ¢ dans les trois structures tarifaires pour
faciliter la notation.

Une illustration graphique du mécanisme des trois structures tarifaires est présentée a la figure 1.
Il convient de souligner que la STPC est ramenée a la structure des frais qui sont fonction de la
conjoncture si a = 0. En outre, la structure de frais constants peut étre considérée comme un cas
limitatif de la STPC quand 8 = oo,

31l convient de souligner que la STPC peut étre généralisée avec le cas a |'aide de deux seuils, par exemple 0, et &. Seuls les
frais constants c sont en vigueur lorsque le compte de placement est inférieur a J; et seuls les FPC sont en vigueur lorsque le
compte de placement atteint de nouveaux sommets ;.



Figure 1 : lllustration graphique du mécanisme de tarification pour la structure de frais
constants, la structure de tarifs qui sont fonction de la conjoncture et la STPC.
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2.3 Le modele de mortalité

A partir de I'inclusion des PDMG, I'assureur est exposé au risque de mortalité. Le fait de ne
négocier que des actions et des obligations ne peut pas reproduire entierement les sinistres
d’assurance liés a la mortalité puisque les actifs fondés sur la mortalité sont rares sur les marchés
financiers (voir Mgller, 1998, pour plus de détails). Cela donne lieu a un marché incomplet. Pour
corriger ce probleme, il est courant dans la documentation actuarielle de formuler les deux
hypothéses suivantes : le risque de marché financier et le risque de mortalité sont indépendants
et I'assureur est risque-neutre en ce qui concerne le risque de mortalité; voir, par exemple, Aase
et Persson (1994) et Bauer et coll. (2008). Dans le présent document, nous nous conformons a
cette convention pour la tarification des RV. Selon les deux hypothéses, la mesure risque-neutre
des marchés financiers et d’assurance combinés est la mesure du produit de Q et de la mesure
physique du risque de mortalité. Avec un léger abus de notation, nous désignerons dorénavant
cette mesure de produit par Q.

Par souci de commodité, nous désignons par px la durée de vie future d’un titulaire de police de
x ans dont la fonction de survie est définie par

Pr =P(ps > 5) = e o At 5our s>,

ou Ax+u est la force de mortalité du titulaire de police a I’age x + u. Dans ce qui suit, nous ne
tenons pas compte de la souscription x de px par souci de concision.



2.4 Tarification des contrats de RV

En ce qui concerne la tarification des contrats de RV, nous utilisons sa ressemblance avec les
dérivés financiers (p. ex., options de vente) et nous appliquons la méthode de tarification
risque-neutre. Plus précisément, dans le cadre de tarification risque-neutre, I'assureur et le
titulaire de police sont en mesure de reproduire tous les versements en espéces possibles au titre
des RV. En outre, le comportement du titulaire de police est également pris en compte en raison
de I'option de rachat intégrée au contrat. Dans le cadre de tarification risque-neutre, il est courant
pour le titulaire de police de maximiser la VAA des versements en especes futurs, une stratégie
connue sous le nom de stratégie de tarification risque-neutre. La raison en est que les versements
en especes issus d’autres préférences du titulaire de police peuvent également étre reproduits et
ils produiront une valeur inférieure a celle correspondant a la stratégie de tarification
risque-neutre. Compte tenu de ce qui précede, nous formulons la tarification du contrat de RV a
I'intérieur d’un cadre stochastique d’arrét optimal a temps continu et nous supposons que le
titulaire de police rachete le contrat de fagon optimale pour maximiser la VAA des versements en
especes futurs.

Désignons I'ensemble de tous les temps d’arrét T évalués dans [t, T] par Ti;n. Pour la STPC, les
versements en especes des RV dépendent du cours sous-jacent et donc la variable d’état m
définie comme étant

est ajoutée pour préserver la propriété de Markov. Supposons que O~ est la fermeture de
ensemble O = {(F,m) € R} : 0 < F < m} et supposons la fonction de valeur V du contrat de RV au
moment t sur le domaine (t,F,m) € [0,T]xO™:

V(t.F.m)= sup ]E\;:Tr-'_m L tPr (T, Fy e 74 _] atPritAgy, max(F,, G e 1 rf,u-‘ . (2)
TE T||. T :‘:‘::I i l.T;:I J
ou
(1—lit)Ft, 0§t<T7
w(ta Ft) =
max(Gr, Fr), t=T,

correspond a la valeur de rachat ou au versement a I’échéance du contrat de RV. A noter que dans
I’équation (2), (a) contient les versements de rachat et d’échéance, tandis que (b) contient le
paiement déclenché par le déces du titulaire de police. Supposons que

Ci={(F,m) € O™ : V(t,F,m) > Y(t,F)}
est la région de continuation et
Se={(F,m) € O" : V(t,F,m) = Y(t,F)}

est la région d’arrét. Nous définissons également
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1
LV = (r —clipeg)) FVi + §U2F2VFF — (Mgt + 1)V,

ou V4, Vi, et Ver sont la dérivée de premier ordre de V relativement a t, F, et la dérivée de second
ordre en ce qui concerne F, respectivement. Selon le principe de la programmation dynamique, la
fonction de valeur V sur C: est conforme a I’équation différentielle partielle (EDP)

Vi+ LV + Aeemax(F,G) = 0, (3)
avec condition limite
VT, F,m) = max(F, Gr), pour ( F,m) € [0, m] x [0, oc),
]'.’lf-'=c: = (Aese +7)V|p_y — AeseG,  pour (t,m) € [0,T) x [0, 0c),
(4]

;f—:,.,'f.-m, = f'li.j}-'ig-:a,lf:'—:!':"j.-m,- pour (i, m) e [0,T) = [0, oc),
lim, o Llbemem) — pourt & [0,7T)

e wif,m) Tk :

La premiere condition limite dans I’équation (4) correspond au versement a I'échéance du contrat
de RV. La deuxiéme condition limite correspond au cas ou le compte de placement est épuisé,
c’est-a-dire la dégénération de I'’équation (3) lorsque F = 0. La troisieme condition limite est
intuitivement fondée sur la variation de la valeur du contrat de RV lorsque le compte de
placement crée un nouveau FPC. On trouvera une condition semblable dans Goetzmann et

coll. (2003), Lan et coll. (2013) et Panageas et Westerfield (2009). La derniére condition limite
demeure, car il est optimal que le titulaire de police rachete le contrat pour d’importantes valeurs
du compte de placement lorsque les FPC a sont positifs (a > 0)%. Un théoréme de vérification de
I’'EDP de tarification (3) avec conditions limites (4) est présenté au théoreme 3 a I'annexe A.1.

Notons que les variables d’état F et m dans 'EDP (3) sont telles que F < m, ce qui n’est pas
souhaitable pour résoudre numériquement I’'EDP (3). Pour déméler la dépendance entre ces deux
variables, nous considérons le changement de variable suivant :

F

z=z(F,m)=—

m
ol z € [0,1]. De toute évidence, la variable d’état z représente une mesure de prélévement® du
compte de placement par rapport a son point culminant. Définissons une fonction

J(t,z,u) =V (t,F,m).

et déduisons que

4 Veuillez noter que la STPC dégénére vers la structure de frais qui sont fonction de la conjoncture lorsque les FPC a deviennent
nuls. Dans ce cas, il est optimal pour le titulaire de police de conserver le contrat de RV pour d’'importantes valeurs de compte de
placement comme le suggerent MacKay et coll. (2017). Par conséquent, la derniére condition limite dans I'équation (4) devient lim

V(t.mm)

m—oo m =L

5 Le prélevement est une sorte de mesure du risque qui évalue I'ampleur de la diminution de la valeur du portefeuille par rapport a
son point culminant historique.
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_ 9V __ 9J 0z oJ ou __ —F _ z
Vin =t = 320m T ousm = ez T Ju=—3J 4+ Ju,

il n’est pas difficile de voir que I'EDP (3) avec conditions limites (4) devient

Jit+ U+ Asemax(mz,G) = 0,

avec conditions limites

i

J(T. z,m) = max {zm, T,

..Ir! |__=[: = |:_/"'.J-+= T i"‘_:l..lr*__=|:I — }'J"Hﬁ:"
ad _ 2lymzatl ag
!'fﬂ'll-z'_ - i iz |z=1"

J{t1m) _ 1. f

My oo s

pour (z, m) £ [0, 1] = [0, oc),
pour (£, m) £ [0, T} = [0, o),
pour (£, m) £ [0, T} = [0, o),

pour £ [0, T')

(6]

ot £J = (r = climecoy) 2]z + 502222 — (Aot +7)7 Nous proposons de résoudre numériguement
I’'EDP ci-dessus (5) avec conditions limites (6) (plutét qu’avec I’équation [3] avec conditions

limites [4]).
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3 Frais équitables et régions optimales de rachat

Dans la présente section, nous procédons a plusieurs expériences numériques sur la RV au moyen
de la STPC afin de déterminer les frais d’assurance équitables et les régions de rachat optimales
correspondantes pour un titulaire de police assujetti a la tarification risque-neutre. Nous
effectuons une analyse comparative de RV identiques, mais avec les deux autres structures
tarifaires présentées a la section 2.2. Nous comparons ensuite leurs régions de rachat optimales
pour déterminer les répercussions de la gestion des risques pour I'assureur.

3.1 Les frais équitables

Pour un contrat de RV, des frais équitables permettent d’équilibrer parfaitement la VAA des
entrées et des sorties de trésorerie. Plus précisément, nous présentons la définition suivante des
frais d’assurance équitables pour les RV en vertu d’une structure tarifaire a point culminant.

Définition 1. Dans le cas d’une RV assujettie a la structure tarifaire a point culminant, (c,a) est
désignée « paire de frais équitables » si elle respecte I'équation

V (0,Fo,Fo;c,a) = Fo.

A des fins d’illustration, nous considérons le méme modéle de mortalité de Makeham que dans
MacKay et coll. (2017), c.-a-d.

Ax=A+ Bcx, forx > 0,

ou A =0,0001, B=0,00035 et c =1,075. Les autres éléments de parametres sont précisés au
tableau 1. Il convient de noter que nous évaluons la sensibilité des frais équitables en ce qui
concerne les différentes durées des contrats T et les différents niveaux de volatilité du marché o.
Le seuil ¥ est fixé a 150 dans les exemples numériques suivants, mais d’autres valeurs auraient pu
tout aussi bien étre envisagées. Il existe diverses options pour choisir une fonction de pénalité de
rachat (autre que celle indiquée au tableau 1). Contrairement a MacKay et coll. (2017), nous ne
recherchons pas la pénalité de rachat minimale qui rend le comportement de rachat sous-optimal.
Nous adoptons la méme pénalité de rachat pour les trois structures tarifaires pour que les frais
équitables et les régions de rachat en vertu de ces structures de frais puissent étre comparés de
facon équitable.
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Tableau 1 : Eléments de paramétres

Description Parametre Valeur
Durée du contrat T 10/ 25
Taux d’intérét r 0,03
Taux de cumul g 0
Prime initiale Fo
Pénalité de rachat 100
ke 0,05 x (1 — %)?
Age du titulaire de police X 60
Volatilité o 0,15/0,2/0,25
Seuil pour frais constants et FPC v 150
Tableau 2 : Frais équitables selon différentes structures tarifaires
T=10 T=25
Sttar::;?r;e 0=0,15 0=0,2 0=0,25 0=0,15 0=0,2 0=0,25
Constante ¢ 0,0163 0,0332 0,0550 0,0068 0,0158 0,0278
(00,0170) (00,0338) (00,0555) (0 0,0087) (00,0182) (00,0307)
PC (a; ) (0050,0164) | (0,050.0333) | (0,050,0550) | (0,050,0069) | (0,050,0157) (0,05 0,0277)
(0,2 0,0162) (0,2 0,0331) (0,2 0,0547) (0,2 0,0061) (0,2 0,0148) (0,2 0,0263)
(0,50,0161) (0,50,0329) (0,50,0543) (0,5 0,0056) (0,50,0139) (0,50,0247)
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Le tableau 2 résume une liste des frais équitables selon différentes structures tarifaires. Dans ce
qui suit, nous renvoyons au cas d’'un FPC a = 0 a la structure tarifaire qui est fonction de la
conjoncture. Dans le tableau 2, nous considérons quatre niveaux de FPC, notamment 0, 0,05, 0,2,
et 0,5, et nous calculons les frais constants correspondants c. Comme prévu, nous observons
d’abord que, pour une échéance donnée T, les frais constants ¢ diminuent a mesure
gu’augmentent les frais & du modele de FPC. Cela ressort immédiatement de la définition 1.
Maintenant, en nous concentrant sur I'effet temps, nous constatons que, pour des FPC donnés a,
les frais équitables constants ¢ diminuent par rapport au cas T=10 a T = 25. Cette constatation est
intuitive, car la valeur de ces garanties tend a diminuer avec le temps. Enfin, pour les mémes FPC
a, une volatilité plus élevée correspond a des frais constants c plus élevés (toutes choses étant
égales par ailleurs). Cela confirme notre intuition, a savoir qu’il faut majorer les frais pour financer
les garanties dans des conditions de marché plus volatiles.

Figure 2 : Régions de rachat optimales sous différentes structures tarifaires

Nous présentons les régions de rachat optimal de la tarification risque-neutre en vertu des
structures de tarifs constants, de tarifs qui sont fonction de la conjoncture et de FPC au temps
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*Cette figure est disponible en anglais seulement.
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3.2 Régions de rachat optimal

Dans la présente sous-section, nous analysons plus en détail le comportement de rachat du
titulaire de police assujetti a la tarification risque-neutre en décrivant les régions de rachat
optimal correspondantes. A des fins de comparaison, nous présentons également les régions de
rachat pour les structures de tarifs constants et de tarifs qui sont fonction de la conjoncture.

A la figure 2, nous présentons les régions de rachat optimal du s titulaire de police assujetti a la
tarification risque-neutre au temps t = 12 en vertu de structures de tarification différentes pour
I’exemple de la Section 3.1 avec contrat de durée T = 25 et la volatilité du marché o = 0,15. Dans
cette figure, « S » correspond a la région de rachat et « C » a la région de continuation. Le
panneau supérieur gauche de la figure 2 représente la région de rachat optimal de la structure des
frais constants. Il convient de noter que la région de rachat apparait dans le coin supérieur droit
du panneau, ce qui correspond aux grandes valeurs du compte de placement. Cela est conforme a
I’observation antérieure selon laquelle les titulaires de police sont incités a racheter les RV lorsque
le compte de placement devient important, car la valeur des garanties est faible comparativement
a la VAA des frais d’assurance futurs. Le panneau supérieur droit de la figure 2 présente la région
de rachat optimal sous le régime de frais qui sont fonction de la conjoncture (o = 0), ce qui
correspond a une zone en forme de bande sous le seuil ¢ (conforme a MacKay et coll., 2017).

Lorsque le compte de placement se trouve dans la région en forme de bande, la situation est
optimale pour que le titulaire de police rachéte le contrat, car les frais d’assurance sont trop
élevés pour la valeur des garanties intégrées. Au-dela du seuil , le titulaire de police n’a aucun
avantage a racheter le contrat puisqu’aucuns frais d’assurance ne sont payés. Les deux panneaux
inférieurs de la figure 2 présentent les régions de rachat de la structure tarifaire a point culminant
avec FPC équivalant a a = 0,05 (a gauche) et 0,5 (a droite). Pour la structure tarifaire a point
culminant, selon la conception inhérente, la région de rachat présente les caractéristiques a la fois
de la structure de frais qui sont fonction de la conjoncture et la structure des FPC, soit une région
en forme de bande sous ¢ et une région supérieure a & au coin supérieur droit. La région en forme
de bande représente la structure des frais qui sont fonction de la conjoncture, tandis que la région
du coin supérieur droit porte sur la composante des FPC dans la structure tarifaire. Dans ce
dernier cas, nous notons qu’il peut étre optimal que le titulaire de police effectue le rachat
lorsque la valeur du compte est élevée (au-dela du seuil ) en raison du paiement possible des FPC
a.

A partir de la figure 2, nous soulignons également les caractéristiques suivantes. Premiérement,
des FPC a plus élevés (et, par conséquent, des frais constants ¢ moins élevés) dissuadent le
titulaire de police de racheter le contrat de RV lorsque la valeur du compte de placement est
inférieure au seuil 8. Cette démarche est intuitive, car les frais d’assurance payés sont réduits et le
titulaire de police est moins incité a racheter le contrat de RV. Cela explique I'affaissement graduel
de la partie inférieure de la région de rachat en forme de bande a mesure qu’augmentent les FPC
a. Deuxiemement, des FPC plus élevés incitent le titulaire de police a racheter le contrat lorsque la
valeur du compte de placement est supérieure au seuil 8, car les frais sont plus élevés lorsque le
compte de placement donne de bons résultats. Cela expliqgue pourquoi la hausse des FPC « élargit
les régions de rachat dans le coin supérieur droit des figures.
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Enfin, a la figure 3, nous présentons les régions de rachat optimal aux tempst=8,t=12,t=16 et
t =20 pour les FPC a = 0,2 avec contrat de durée T = 25 et volatilité du marché o = 0,15. Nous
constatons que le titulaire de police est plus susceptible de racheter le contrat de RV qui se
rapproche de I'’échéance, ce qui est pris en compte dans I'élargissement des régions de rachat au
fil du temps. La raison en est que le titulaire de police est moins patient, car la valeur des
garanties intégrées est généralement moins élevée a I'approche de I’échéance (toutes choses
étant égales par ailleurs).

Figure 3 : Régions de rachat optimal a différents moments

Dans cette figure, nous présentons les régions d’arrét optimal pour les FPC ot = 0,2 a différents
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4 Le titulaire de police novice (type 1)

Dans le reste du présent document, nous examinons I'incidence des RV avec structure tarifaire a
point culminant visant un titulaire de police qui évalue son bien-&tre selon un critére de MV. A des
fins de comparaison, nous tenons également compte du bien-étre du titulaire de police en vertu
des structures de frais constants et de frais qui sont fonction de la conjoncture. Plus précisément,
nous supposons que le titulaire de police évalue le bien-étre obtenu du contrat de RV en
mesurant a la fois la moyenne et la variance du versement des RV. L’analyse de la MV est la pierre
angulaire de la théorie moderne des portefeuilles. Dans ce cas, une variance relativement faible
des versements de RV (par rapport a leur moyenne) est habituellement souhaitable, en particulier
pour les investisseurs réfractaires au risque qui accordent davantage d’importance a la stabilité de
leur placement.

Pour englober une gamme de comportements des titulaires de police, nous considérons les trois
types de titulaires de police suivants : le titulaire de police novice (type 1), le titulaire de police
novice avec chocs exogenes (type 2) et le titulaire de police avisé (type 3). Plus précisément, le
type 1 correspond au titulaire de police qui ne rachete jamais le contrat, le type 2 correspond au
titulaire de police qui rachete le contrat a un moment exponentiel indépendant (en raison, par
exemple, de chocs exogénes), et le type 3 correspond a un titulaire de police qui rachete le
contrat de facon optimale. Dans la présente section, nous nous concentrons sur I’évaluation du
bien-étre du titulaire de police de type 1. Le bien-étre des titulaires de police de type 2 et de
type 3 sera abordé séparément aux sections 5 et 6, respectivement. L’évaluation du bien-étre du
titulaire de police de type 1 est justifiée sur le fait que les RV sont des produits d’assurance-vie
complexes reconnus pour nuire a la capacité des gens d’en mesurer les valeurs (voir Brown et
coll., 2017). Les titulaires de police qui nont pas de connaissances suffisantes en matiere de
finances ou de marché peuvent ne pas comprendre suffisamment les RV pour exercer de facon
optimale leurs droits de rachat. La renonciation a I'option de rachat du contrat (c.-a-d. le titulaire
de police de type 1) est un genre de comportement extréme typique des titulaires de police
novices (littératie financiére et connaissance du marché insuffisantes). Ce comportement est
également le reflet de I'observation empirique selon laquelle les titulaires de police exercent
moins souvent leurs droits a I’égard des contrats de RV que ne le laisse supposer le comportement
en matiere de tarification risque-neutre.

Supposons que la dynamique du fonds de police sous-jacent d’apres la mesure de probabilité
physique P suit un mouvement brownien géométrique

% = pdt + odW;

t .
ou W: est un mouvement brownien d’apres la mesure P. Comme il est mentionné ci-dessus, le
titulaire de police de type 1 n’utilise pas I'option de rachat intégrée. En d’autres termes, le contrat
se termine avec un paiement au déces ou a I’échéance. Nous supposons que le bien-étre du
titulaire de police de type 1 est quantifié par la fonction V de la valeur MV qui suit et qui pénalise
la variance du versement des RV :

V(t, Fa 7”) = Et,F,’m €7C<ﬂ/\1 ) HlaX(F/,/\T, G/)/\T):| - 7(2 )Vart,F,’m [CiC(pAl) maX(Fp/\Ta G/}/\T) ) (7)
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ou y(-) correspond a la fonction d’aversion pour le risque qui dépend de la conjoncture, { est le
taux d’actualisation subjectif du titulaire de police, et p représente la durée de vie future du
titulaire de police. Dans ce qui suit, nous adoptons une fonction d’aversion pour le risque qui
dépend de la conjoncture, qui est semblable a Bjork et coll. (2014), c’est-a-dire que
Y
F)= ——

V() max(F, G), (8)
ou y est le niveau constant d’aversion pour le risque du titulaire de police. Contrairement a Bjork
et coll. (2014), le choix du dénominateur a pour but de s’adapter au contexte particulier des RV
avec garanties intégrées. A noter que I'équation (7) peut étre exprimée sous la forme

V(t, F,m) = vi(t, Fym) — @ [ﬁ(t, Fym) — (V\(t, F, m))zl

ou vet v? correspondent respectivement au premier et au deuxiéme moments du versement des
RV, c’est-a-dire

vP(t,F,m) = Et,F,m he-r¢(PAT) max(FyAT,GpAT)PL, pour p = 1,2.

Pour le titulaire de police de type 1, nous avons en outre

T
l/p(tv Fa m) = Et,F,m T—tpx—i—teipC(Tit) max (FT? GT)p + / S—tpx+t)\:1:+s maX(Fs*; Gs)pepC(St)dS‘|
t
pour p = 1,2. Nous proposons de résoudre les VAA pour v! et v? afin d’obtenir V. Selon la formule
de Feynman-Kac, pour que (t,F,m) € (0,T) x O, v’ (p = 1,2) est conforme a
ovP

- p P _
5 + LvP 4+ Ay max (F,G) 0’ (9)

pour L7 = (n— clipcop) F(P)p + 502 F2 (1) pr — (Aot + OV qvec conditions limites

[VP(T, F,m) = max(F,Gr)?,
pour (F,m) € [0,m] x [0,°°),

{ 63_1/:|F:0 = (Aatt + NP F=0 — Aa1 GP
, pour (t,m) € [0,T) x [0,2°), (10)

la”p =al M}
om | Fem {F>0}9F | p=m’ pour (t,m) € [0,T) x [0,=°).

Dorénavant, nous exécuterons tous les exemples numériques avec u =8 %, 0 = 0,15, et {= 0,05.
Tous les autres parametres sont conformes au tableau 1. Dans ce qui suit, la moyenne et la
variance du versement des RV, ainsi que le bien-étre du titulaire de police sont tous évalués au
point (t,F,m) = (0,Fo, Fo) et les frais équitables sont ceux indiqués au tableau 2.

Le tableau 3 résume la moyenne et la variance des paiements de RV, ainsi que le bien-étre d’un
titulaire de police novice (type 1) avec trois niveaux différents d’aversion pour le risque. Deux
horizons temporels sont pris en compte, soit T=10 et T = 25.
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Tableau 3 : Bien-étre du titulaire de police novice

Ce tableau résume la moyenne et la variance du versement de RV, ainsi que le bien-étre du
titulaire de police pour trois niveaux d’aversion pour le risque en vertu de structures tarifaires
différentes. Deux horizons temporels sont envisagés (T =10 et T = 25). Le bien-étre est évalué par
la fonction V de la valeur VM dans I’équation (7) au point (t,F,m) = (0,Fo,Fo). La moyenne et le
bien-étre les plus élevés et la variance la plus faible sont exprimés en caractéres gras.

T=10

Structure tarifaire Et,F,m[-] Variem[-] Bien-étrey=0,6 Bien-étrey=1,2 Bien-étrey=1,8

Constante 114,83 3479,10 104,39 93,95 83,51
FPCa=0 121,21 4732,30 107,01 92,81 78,62
FPC a =0,05 118,94 4110,10 106,61 94,28 81,95
FPCa=0,2 112,93 2856,60 104,36 95,79 87,22
FPCa=0,5 105,40 1700,10 100,30 95,20 90,10

T=25
Constante 140,27 9595,10 111,48 82,69 53,91
FPCa=0 147,79 11475,00 113,37 78,94 44,52
FPC a =0,05 142,77 9829,20 113,29 83,80 54,31
FPCa=0,2 127,98 6185,00 109,43 90,87 72,32
FPCa=0,5 109,75 2856,90 101,74 92,60 84,03
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Nous considérons la structure tarifaire a point culminant avec les FPC ¢ allant de 0 a 0,5, ou le cas
a =0 correspond a la structure de tarifs qui sont fonction de la conjoncture. Par souci
d’exhaustivité, les résultats pour la structure de frais constants sont également inclus.

Quelgques points méritent d’étre mentionnés. Tout d’abord, nous observons que la réduction de la
variance du versement de RV s’accompagne d’une réduction de sa moyenne lorsqu’augmentent
les FPC a. En effet, a mesure que les FPC o augmentent (et que les frais constants ¢ diminuent),
des frais d’assurance moindres (respectivement plus) sont facturés lorsque le compte de
placement est faible (respectivement élevé), ce qui indique que le compte de placement est moins
susceptible d’atteindre des valeurs extrémes élevées ou faibles.

Deuxiémement, on peut constater que la structure tarifaire a point culminant accroit le bien-étre
d’un titulaire de police novice dans certains cas. Plus précisément, cette structure profite aux
titulaires de police novices qui sont suffisamment réfractaires au risque. En ce qui concerne le
faible niveau d’aversion pour le risque (y = 0,6), nous pouvons constater, a partir du tableau 3, que
le bien-étre du titulaire de police est le plus élevé sous la structure des tarifs qui sont fonction de
la conjoncture. Cependant, pour un niveau légérement plus élevé d’aversion pour le risque (y =
1,2 ou 1,8), le bien-étre du titulaire de police est le plus élevé en vertu de la structure tarifaire a
point culminant, avec des FPC de a = 0,2 et 0,5, respectivement®. Cela peut s’expliquer par le fait
que les titulaires de police ayant différents niveaux d’aversion pour le risque affichent des
attitudes différentes a I’égard du risque, mesurées par la variance des versements de RV. Plus
précisément, les titulaires de police davantage réfractaires au risque s’efforcent de réduire la
variance des versements de RV méme si cette réduction s’"accompagne d’une baisse des
versements prévus (a mesure qu’augmente le bien-étre global des titulaires de police).

6 L’augmentation du bien-étre du titulaire de police n’est pas toujours monotone dans a. A preuve, une exception
lorsque T=10 et que y = 1,2, ou le bien-étre du titulaire de police atteint un sommet lorsque les FPC se situenta a
=0,2 et diminue légerement lorsqu’augmente a. Néanmoins, cela ne contredit pas la conclusion selon laquelle la
structure tarifaire a point culminant profite aux titulaires de police novices qui sont plus réfractaires au risque.
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Figure 4 : Bien-étre du titulaire de police novice selon
différentes formes d’aversion pour le risque

Cette figure illustre le bien-étre d’un titulaire de police novice (type 1) a différents niveaux
d’aversion pour le risque selon différentes structures tarifaires.

125 T T T T T T T T
—— Constant

120

115

110

105

100

welfare

95

90

85

80

75

70 1 1 1 1 1 1 1 1 1

*Cette figure est disponible en anglais seulement.

Pour examiner plus en détail I'incidence du niveau d’aversion pour le risque, nous illustrons a la
figure 4 le bien-étre du titulaire de police novice pour une gamme de niveaux d’aversion pour le
risque d’un horizon temporel T = 10. Nous considérons les cing structures tarifaires analysées
ci-dessus. Nous constatons que le bien-étre du titulaire de police de type 1 est moins sensible au
niveau d’aversion pour le risque y pour des FPC a plus élevés. Cette situation s’explique par le fait
gu’une augmentation des FPC a correspond a une plus faible variance des versements de RV et,
par conséquent, génére une tendance a la baisse plus aplatie du bien-étre des titulaires de police
lorsqu’augmente le niveau d’aversion pour le risque y. Nous pouvons donc conclure que la
structure tarifaire a point culminant contribue a stabiliser le bien-étre d’un groupe de titulaires de
police novices au titre de différents niveaux d’aversion pour le risque y. En d’autres termes, la
structure tarifaire a point culminant est plus robuste pour un groupe de titulaires de police
novices ayant divers niveaux d’aversion au risque que les structures de frais constants et de frais
qui sont fonction de la conjoncture. Cette caractéristique rend les RV plus négociables, car elle
réduit I'inégalité du bien-étre entre les titulaires de police novices ayant différentes préférences
en matiere de risque.
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5 Le titulaire de police novice avec chocs exogénes (type 2)

Dans la présente section, nous poursuivons avec I'analyse du bien-étre d’un titulaire de police
novice avec chocs exogenes (type 2). Encore une fois, les résultats pour les structures de frais
constants et de frais qui sont fonction de la conjoncture sont également fournis a des fins de
comparaison. Comme nous I’'avons déja mentionné, un titulaire de police novice peut rejeter
compléetement I'option de rachat intégrée au contrat de RV en raison d’'un manque de
connaissances financiéres ou de connaissances du marché. Néanmoins, le titulaire de police peut
subir certains chocs dans sa vie qui pourraient déclencher le rachat du contrat pour avoir acces
aux liquidités. Ces chocs sont normalement exogenes pour les marchés financiers, a savoir
exogenes sur le rendement du compte de placement. Par conséquent, pour modéliser le
comportement des titulaires de police de type 2, nous supposons qule le moment de survenance ©

d’un certain choc exogeéne suit une loi exponentielle avec moyenne », peu importe la durée de vie
future du titulaire de police p ainsi que le compte de placement {F:}:[o,7. Nous supposons que le
titulaire de police rachéte le contrat a la survenance du choc.

Il convient de souligner que le contrat de RV prévoit le versement d’une prestation de rachat ou
de déces, ou d’une prestation a I’échéance. Par conséquent, comme a la section 4, le bien-étre du
titulaire de police de type 2 est quantifié par la fonction V de la VM définie comme suit :

F — T
V(t,F,m) = By Fm e—C(rAp/\T)H(FTApAT) _ 7(2 >Vart,F,m [e ¢( /\pAT)H(FT/\p/\T) (11)
ou
(1 — k) Fr, T<pAT,
H(Fpponr) = max(G,, F}), p<TANT, (12)
max(Gr, Fr), T <1 Ap,

correspond aux versements contractuels. Comme auparavant, nous utilisons les premier et
deuxiéme moments du versement des RV, vt et v? pour faciliter la quantification du bien-étre des
titulaires de police de type 2. Les expressions du premier et du deuxiéme moments vt et v2 du
versement des RV sont présentées dans la proposition suivante.

Proposition 1. Pour le titulaire de police de type 2 qui rachéte le contrat a la suite d’une loi
exponentielle indépendante au taux n > 0, les premier et deuxieme moments du versement des RV
sont respectivement donnés par

T
Vp(tv F, m) = IEt,F,m e ftT 6fds max (FTa GT)p + / e fts 5ﬁdu (77 [(1 - "@s)Fs]p + /\ers max (Fsa Gs)p) ds
t

ot 6 = pl + Axst+ n for p=1,2.

La démonstration de la proposition 1 est effectuée a 'annexe A.2. A I'aide de la formule de
Feynman-Kac, nous pouvons calculer les EDP pour v! et v? dans ce qui suit. Pour (t,F,m) € (0,T) x O,

vV (p =1,2) est conforme a
ovP

5 T LvP + (1 = K¢) FIP + Apye max (F,G) = 0, (13)
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avec conditions limites

vP(T, F,m) = max(F, Gr)?, for (F,m) € [0,m] x [0, 00),

‘*'"E;’:J |F—o = 8PUP|p—g — Ap 1t GP, for (t,m) € [0,T) x [0, ), (14)

au?
am

for (t,m) € [0,T) x [0, 00),

. Gu.P
= alr>e) g

F=m F=m"

ou
Lv? = (= clipcp)) FOP)F + 50° F* (V) pr — 0"17 ot §p = Stp.

Les tableaux 4 et 5 résument la moyenne et la variance du versement des RV et le bien-étre
correspondant a divers niveaux d’aversion pour le risque y pour une RV avec horizon temporel T =
10 et T = 25, respectivement. Les résultats sont fournis pour les mémes structures tarifaires que
celles envisagées a la section 4. Le temps de rachat pour le titulaire de police suit une loi
exponentielle indépendante a intensité de rachat n = 0,1, 1 ou 10. Il convient de noter que le cas
hypothétique n = 0 se résume au titulaire de police de type 1 de la section 4. Nous résumons les
observations des tableaux 4 et 5 ci-dessous.

Premiérement, comme prévu, nous constatons que la moyenne et la variance du versement des
RV diminuent généralement en ce qui concerne l'intensité du rachat n. Il s’agit la d’'une
conséquence immeédiate du fait que le versement de la RV est généralement effectué plus t6t,
probablement a la suite d’un rachat dont le versement est réduit par une lourde pénalité de
rachat.

Deuxiémement, pour une faible intensité de rachat n (p. ex., n =0,1 ou 1), comme a la section 4, la
moyenne et la variance du versement de la RV sont réduites lorsque les FPC a augmentent.
Cependant, pour une forte intensité de rachat n (p. ex., n = 10), cette réduction de la moyenne ne
tient plus lorsque les FPC a augmentent. Cela s’explique par le fait que le titulaire de police dont
I'intensité de rachat est importante est plus susceptible de racheter le contrat et, si c’est le cas a
un moment précoce, cela rend plus difficile I'entrée en vigueur des FPC a.

Troisiemement, la structure tarifaire a point culminant est avantageuse pour les titulaires de
police qui ont une forte probabilité de subir certains chocs exogenes pendant la durée du contrat.
Pour une forte intensité de rachat (n = 10), le bien-étre le plus élevé apparait a des FPCa = 0,5
pour les trois niveaux d’aversion pour le risque y et les deux horizons temporels T=10 et T = 25.
Enfin, le bien-étre du titulaire de police de type 2 en vertu des intensités de rachatn=0,1etn=1
est comparable a celui des titulaires de police de type 1 en ce sens que les FPC sont favorables aux
titulaires de police de type 2 qui sont plus réfractaires au risque (y = 1,2, ou 1,8), tandis que la
structure des tarifs qui sont fonction de la conjoncture est favorable aux titulaires de police de
type 2 qui sont moins réfractaires au risque (y = 0,6). Cela ressort du bien-étre le plus élevé et de
la tendance du bien-étre des titulaires de police lorsque I'on augmente les FPC a en vertu des
deux intensités de rachat n=0,10un=1.
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Comme nous I'avons mentionné a la section 4, nous avons l'intention d’examiner le bien-étre d’un
groupe de titulaires de police de type 2 affichant une vaste gamme de niveaux d’aversion pour le
risque. Nous renvoyons le lecteur a la figure 5, qui décrit le bien-étre du titulaire de police de

type 2 comme une fonction du niveau d’aversion pour le risque pour différentes structures
tarifaires lorsque les RV ont une échéance de T = 10. A la figure 5, I'intensité du rachat a été
choisie comme étant n =0,1.
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Tableau 4 : Bien-étre du titulaire de police novice avec chocs exogénes

Ce tableau résume la moyenne et la variance du versement de la RV et du bien-étre pour un
titulaire de police de type 2 selon différentes structures tarifaires pour I’horizon temporel T = 10. Le
bien-étre est évalué par la fonction V de la MV dans I'équation (11) au point de départ (t,F,m) =
(0,Fo,Fo). La moyenne et le bien-étre les plus élevés et la variance la plus faible sont exprimés en
caracteres gras.

T =10
Fee Structure  Eypon|-]  Vargpm[| Welfate v =06 Welfare v = 1.2 Welfare v = 1.8
Constant 108.1601 2260.80 101.3777 94.5053 87.8120
o =10 111.4847 2044 .50 102.6512 93.8177 249842
=01 ao=0.05 110.2841 2602.90 102.4754 94,6667 268580
=02 106.9499 1902.00 101.2439 05.5379 80,2319
o= 0.5 102.7070 1238.20 08,9924 95.2778 01.5632
Constant 07.7186 380.7885 96,5762 95.4339 04.2015
=0 O7.7757 3980850 096.5814 95.3872 04.1929
m=1 o = (.05 07.7610 387.0364 96.5000 95.4388 04.2777
o= 0.2 07.6067 360.1458 96.5256 05.4451 04.3647
o= 0.5 07.3858 328.2719 096.4010 95.4162 04.4314
Constant 05.2053 50,1446 95.1179 94.9404 04.7630
e =0 05,2889 59.1227 95.1115 95.9342 04.7568
=10 o =005 052044  59.1142 95.1171 04.9307 94.7624
o= 0.2 05.2052 50,0206 95.1181 94.9411 04.7640
o= 0.5 05.2048 58.8727 05.1182 04,9416 04.7649

*Ce tableau est disponible en anglais seulement.
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Tableau 5 : Bien-étre du titulaire de police novice avec chocs exogénes

Ce tableau résume la moyenne et la variance du versement de la RV et du bien-étre pour un
titulaire de police de type 2 selon différentes structures tarifaires pour I’horizon temporel T = 25. Le
bien-étre est évalué par la fonction V de la MV dans I'équation (11) au point (t,F,m) = (0,Fo,Fo). La
moyenne et le bien-étre les plus élevés et la variance la plus faible sont exprimés en caractéres

gras.
T =125
Fee Structure  E; pm[| Vargpm|| Welfare y=0.6 Welfare v=1.2 Welfare v =1.8
Constant 116.6123 4099.10 104.3150 92.0177 T9.7204
o =0 118.7506 4TH7.90 104. 3569 90.0232 T5.6595
=01 =005 117.1704 4131.60 104.7756 92,3808 T9.9860
o= 0.2 111.8027 2737.40 103.5905 95.3783 87.1661
o= 0.5 105.0219 1513.40 100.4817 05.9415 01.4013
Constant o97.9733 394.2303 96.7906 95.6079 04.4252
o =0 O7.8606 399.7407 06.6614 095.4622 04.2629
n=1 o = 0.05 07.9512 390.000= 06.7812 95.6112 04.4412
o = 0.2 O7.8376 362.6018 06.7408 05.6620 04.5742
o= 0.5 07.6322 3205321 06.6436 95.6550 04.6664
Constant 05.2086 50.6349 05.1197 94.9408 04.7619
o =0 05.2809 50,5007 05.1024 94.9239 04.7454
=10 o —0.05 05.2081 50.6034 05.1193 94.9405 04.7617
o= 0.2 05.3049 50.5314 05.1263 94.9477 04.7601
o= 0.5 05.3083 59.4198 95.1300 04 9518 94.7735

*Ce tableau est disponible en anglais seulement.
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Figure 5 : Bien-étre des titulaires de police novices avec chocs exogénes pour divers niveaux
d’aversion pour le risque

Cette figure illustre le bien-étre des titulaires de police novices avec chocs exogeénes (type 2) pour
divers niveaux d’aversion pour le risque selon différentes structures tarifaires.
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*Cette figure est disponible en anglais seulement.

Conformément au cas du titulaire de police de type 1, la figure 5 indique que la structure tarifaire
a point culminant est plus robuste et donc plus négociable pour un groupe de titulaires de police
de type 2 dont les préférences en matiére de risque sont hétérogenes comparativement aux deux
autres structures tarifaires. Comme a la figure 4, des FPC a plus élevés correspondent a une ligne
de bien-étre plus aplatie qui reflete le bien-étre des titulaires de police de type 2 moins sensibles a
un changement du niveau d’aversion pour le risque y.
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6 Le titulaire de police avisé (type 3)

Dans la présente section, nous examinons le bien-étre d’un titulaire de police avisé (type 3) pour
les RV assorties d’une structure tarifaire a point culminant. Encore une fois, les résultats
correspondants pour les structures de frais constants et de frais qui sont fonction de Ia
conjoncture sont également présentés.

Le type 3 correspond aux titulaires de police qui rachetent le contrat de fagon optimale selon leurs
préférences et qui modélisent donc leur comportement d’apres une littératie financiere et une
connaissance du marché adéquates. Nous formulons le bien-étre du titulaire de police en un
probleme d’arrét optimal de la VM stochastique en vertu d’une aversion pour le risque qui est
fonction de la conjoncture (comme dans Bjork et coll., 2014). L'une des grandes subtilités du
probleme d’optimisation de la MV stochastique est le concept bien connu d’incohérence
temporelle (voir p. ex. Basak et Chabakauri, 2010; Bjork et Murgoci, 2014; et Bjork et coll., 2017).
Pour y remédier, nous adoptons I'approche fondée sur la théorie des jeux proposée par Bjork et
Murgoci (2010) et nous établissons une stratégie d’arrét d’équilibre pour le titulaires de police en
résolvant un systeme d’équations EHJB. Nous soulignons que le probléme actuel de MV est
différent des problémes existants dans la documentation en ce qui concerne les aspects suivants.

Premiérement, nous sommes aux prises avec un probleme d’arrét optimal selon la MV qui differe
des problémes de contréle optimal selon la MV. Pour appliquer le cadre théorique des jeux dans
Bjork et Murgoci (2010), nous transformons le probleme d’arrét optimal en probleme de controle
optimal avec un contréle binaire.

Deuxiémement, en raison de la conception inhérente du contrat de RV assorti d’'une STPC, nous
résolvons un probléme d’arrét optimal selon la MV a I'aide de deux variables d’état sur un horizon
aléatoire. Le niveau de complexité du probleme de grande dimension est en outre attribuable a
I’aversion pour le risque qui est fonction de la conjoncture, ce qui entrainera I'introduction d’une
autre variable d’état. En outre, 'examen d’un horizon aléatoire complique davantage le calcul du
systéme des équations EHJB.

A défaut de solution explicite de la fonction de valeur, nous recourons a la résolution numérique
du systeme d’équations EHJB correspondant au probleme d’arrét optimal selon la MV. Nous
élaborons un algorithme fondé sur Wang et Forsyth (2011), adapté pour résoudre les problemes
de contréle optimal de la MV. Cet algorithme réduit sensiblement la complexité de la résolution
numérique directe du systeme d’équations EHJB en contournant certaines complications
découlant de la grande dimension du probléme et de sa procédure numérique itérative. En outre,
nous établissons le lien entre I'algorithme et le systeme des équations EHJB en démontrant que
I’algorithme est effectivement une approximation numérique du systeme des équations EHJB.

6.1 Formulation du modele

Notons que le titulaire de police avisé (type 3) décide de facon optimale du moment du rachat
pour maximiser I'objectif de MV avec une aversion pour le risque qui est fonction de la
conjoncture. Par conséquent, la fonction de valeur qui quantifie le bien-étre du titulaire de police
est

V(t,F,m)= sup {Em}?‘;m [H(FT/\,J)‘p > t} - FY(QF) Var, g m [H(F.,-/\p)‘p > t}}

T€T e, 1)

(15)
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pour (t,F,m) € [0,T]xO, ol H correspond au versement des RV défini dans I’équation (12), Tt7
désigne I’'ensemble de tous les temps d’arrét T évalués dans [t,T], et la fonction d’aversion pour le
risque y(F) est formulée dans I’équation (8). Il convient de noter qu’un probléme d’arrét optimal
stochastique peut étre percu comme un probléme de contrdle optimal avec des contrdles binaires
(voir p. ex. Ebert et coll., 2018; et Tan et coll., 2018). Par conséquent, nous pouvons entrevoir
notre probleme d’arrét optimal comme un probleme de contréle optimal en introduisant la regle
d’arrét suivante.

Définition 2. Une regle d’arrét est une fonction mesurable u : [0,T] x O = {” 0,1} o1 O correspond a
la continuation et 1 représente ’arrét.

Plus précisément, dans notre configuration, les éléments de continuation et d’arrét au moment
t € [0,7) sont définis comme étant

Ci ={(F,m) € O:u(t, F,m) =0}

Si={(F,m) € O:u(t,F,m)=1}

avec le temps d’arrét correspondant t défini comme
=inf{s > t: u(s,Fs,Ms) = 1}.

Compte tenu de ce qui précede, I’équation (15) est réécrite en la forme

. 1 /(F).. )
V(t,F,m) = sup {Et_p_m [H (Frung) |p >1 — %}\-’arf_p_m [H (Frunp) ‘p = t} } = sup J(t, F,m;7%),
uc. A - uc.A
(16)

ou A est I'ensemble admissible de régles d’arrét. Comme nous I'avons vu précédemment, la
nature du probléme d’optimisation stochastique de la MV donne lieu a I'incohérence temporelle
de la stratégie optimale. Comme c’est souvent le cas dans la documentation (voir p. ex. Bjork et
Murgoci, 2010), nous proposons de surmonter le probleme de I'incohérence temporelle en
cherchant une stratégie d’équilibre dans le cadre théorique des jeux. Selon la définition d’'une
stratégie d’équilibre a horizon aléatoire dans Landriault et coll. (2018), nous présentons ici la
définition d’une regle d’arrét d’équilibre a horizon aléatoire pour le probléeme qui nous intéresse.

Définition 3. Pour un point fixe (t,F,m) € [0,T) x O", un petit € >0, et une regle d’arrét admissible
u” = {u’s}serr,ny conditionnelle a p > t, définissons une régle d’arrét u¢ par

i we {01}, for t<s<(t+z2)Ap,
us(s,y,2)=

i(s,y,z), for (t+s)np<s<TArp,

dans laquelle (y,z) € [0,m] x [0,o°). Si

hmmfj(t’F’m’T )7k7(t7F7m;7— )
el0 3

>0

pour tous (t,F,m) € [0,T) x O7, puis la valeur u” est appelée régle d’arrét de rétroaction d’équilibre
et la fonction de valeur d’équilibre correspondante V est donnée par V (t,F,m) = J(t,F,m;t*").
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Dans ce qui suit, nous présentons un théoreme de vérification qui justifie qu’une solution d’un
systeme d’équations EHIJB soit une solution du probleéme d’optimisation (16). La démonstration du
théoreme est abordée a I'annexe A.3.

Théoréme 1. Supposons qu’il existe des fonctions V,g € C+2>*([0,T] x O'), f€ C**¥2([0,T] x O x
[0,m]) et une regle d’arrét u™ qui respecte les conditions suivantes :

e Pourtous (t,F,m) € [0,T] x O, V résout

min { Vi~ (1~ clipzoy) F (Ve — fy = 26?) = 202 F (Ver — fyy — 2fr, — 207
Py~ 21rg0e) + 2 (g as(,6) 4 AV e max(,G), V 6} =0,
(17)
avec conditions limites
(V(T, F.m) =max(F,G), for (F,m) e O,
Vt|F=o = w{ﬂp:o ~-G)* + }\T+fT'",|F=0 ~AeneG, for (t,m) €[0,T) x [0, 00), (18)

IJ’,m|1:"'=?n = &ll{FEB} (L’F|F=?n - Jf~i"'|1:"'=:fr1 - %g2|F=m} ? fOi" (t"ﬂ” € [D' T\J X 0‘ .’_3(,-)\

lim,, .. "ﬁ% =1, for t[0,T).
e Pourtous (t,F,m) € [0,T) x O,
1, if V(t,F,m)=1¢(t,F),
u(t, F,m) = [ (19)
0, otherwise.
e Pour I’équation fixe y € [0,m] et pour tous t,F,m) € [0,T] x O" s.t. u” =0, f résout

1
fi + (u — C]l{Fgg}) Ffr+ §J2F2fFF — Apatf + Aot {max(F, G) — @ max(F, G)2 =0, (20)

avec conditions limites

-

f(T,F,m,y) = max(F,G) — X8 max(F,G)?, for (F,m,y)e O x[0,m],
ft|F=0 = )\.t:—ff|F=(J — Aot (G - q‘—'frzi‘r-lGQ) , for (t,m,y) €[0,T) x [0,00) x [0,m)], (1)
fm|F:m = 01{F26‘}fF|F:m-_ for (t,m,y) €[0.T) x [0,00) x [0,m)],
L, oo % =1, for t[0,T).
Et pour @ = 1, J(t, Fym,y) = ¥(t, F) — X92(t, F)
e Pourtous (t,F,m) € [0,T] x O” s.t. u” =0, g résout
gt+(M—C]1{F§9})FgF+%U2F295F,_—_/\ A _
x+td + At max(F,G) = 0, (22)
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avec conditions limites

g(T, F,m) = max(F, Q). for (F.m) € O,
9l po = Aoty — AeiG,  for (t,;m) € [0,T) x [0,00), -
Gm|p_, = alirzey9r |, ,  for (t,m) € [0,T) x [0,00),
limy, 500 L5pans? =1, for t<[0,T).
Et pour u” =1, g(t,F,m) = Y(t,F).
Alors u” est une regle d’arrét d’équilibre telle que
V(t,F,m) = J(t, F,m;7%)
g(t,Fom) =E, p [H [F._.JA._.\P) lp > t] (24)

£t Fym,y) = Bopan [H (Frang) |p > t] = X2y g [H (Fran,)’ [p > ]

Ce systeme d’équations EHJB correspond a un probléme de limite libre de grande dimension avec
trois fonctions inconnues, V, f, et g, ol "u = 0 correspond a la région de continuationet "u=1, ala
région d’arrét.

6.2 L’algorithme

Compte tenu de la nature complexe du systeme d’équations EHJB (17)-(23), nous proposons de le
résoudre numériquement en élaborant un algorithme. Inspiré des travaux de Wang et

Forsyth (2011) sur I'élaboration d’un algorithme pour les problémes de controle optimal de la MV,
I’algorithme proposé contournera la complexité découlant de la résolution directe du systeme des
équations EHJB (17)-(23) correspondant a notre probleme d’arrét optimal de la MV. De plus, nous
allons plus loin que Wang et Forsyth (2011) en établissant un lien entre le systeme des équations
EHIB (17)-(23) et I'algorithme.

La résolution numérique directe du systeme des équations EHJB (17)-(23) au moyen d’une
méthode par différence finie comporte a peu prés les étapes suivantes :

1. Fractionner [0,T] en N intervalles égaux s.t. Al = ¥ ettp=T-nlAt pourn=0,1,...,N.

2. Autemps tn, résoudre g numériqguement au moyen de I’équation (22) avec des conditions
limites (23) et résoudre f numériguement pour chaque y € [0,m] fixe au moyen de
I’équation (20) avec conditions limites (21), en supposant que “u = 0 (aucun rachat) pour
les domaines [0,m) x [0,2°).

3. Substituer les valeurs f et g qui en résultent dans I’équation (17) et résoudre V
numériquement a I'aide de I’équation (17) avec conditions limites (18) pour obtenir une
régle d’arrét d’équilibre "u (ou, de facon équivalente, une région qui stoppe I'équilibre).

4. Mettre a jour f et g pour que leurs valeurs correspondent a la regle d’arrét d’équilibre “u.
Plus précisément, si u”(t,,F,m) = 0, ne pas modifier f(t,, F,m,y) et g(t, F,m); si “u(t, F,m) =1,
laisser f(tn, F,m,y) = ¥(n; F) — @W(t.F) et g(tn, F,m) = Y(tn, F).
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5. Remplacer les valeurs f et g a jour dans I’équation (17) pour mettre a jour V.
6. Reprendre les étapes 4 et 5 jusqu’a ce que V converge.
7. Passer au temps tq+1 et reprendre les étapes 2 a 6.

La résolution numérique du systéme d’équations EHIB (17)-(23) a 'aide des étapes ci-dessus
comporte trois défis. Premierement, la résolution de f est chronophage, car il s’agit de résoudre
une fonction inconnue avec deux variables d’état pour chaque variable fixe y € [0,m].
Deuxiémement, la forme complexe de I’équation (17) rend le processus de calcul trés non
négligeable. Troisiemement, a chaque point t,, dans le temps, une longue procédure itérative est
nécessaire pour résoudre V et déterminer une regle d’arrét d’équilibre "u.

Compte tenu de ce qui précede, nous élaborons un algorithme fondé sur Wang et Forsyth (2011)
pour contourner la complexité de la résolution numérique directe du systeme des équations EHJB
(17)-(23). Comme aux sections 4 et 5, la moyenne et la variance de la fonction de versement des
RV H peut étre représentée par ses premier et deuxieme moments. Par conséquent, la fonction de
valeur V dans I'’équation (16) peut étre réécrite en la forme

V(t, F,m) = sup {vl{t. Fom;t) — »_:.(;F‘} {vz(t,F, m; ) — (v'(t, F, m:'r“)}z] } ; (25)
uc.A
ou
vP(t, Fom; ) = By pon {HP (Frung) ‘p > f} , for p=1,2, (26)

représente les premier et deuxieme moments de la fonction de versement des RV H sous une
certaine regle d’arrét pour u € A, respectivement. De plus, a partir de I’équation (24), nous
observons que les fonctions de valeur V, f et g sont toutes des combinaisons linéaires de v! et v?
en vertu d’une regle d’arrét d’équilibre. Nous observons aussi que sur le domaine [0,7] x O” s.t. "u
=0, v/ (p =1,2) est conforme a I’équation (9) avec les conditions limites (10) avec { = 0. Par
conséquent, au lieu de résoudre numériquement le systeme des équations EHJB (17)-(23)
directement, on peut établir vt et v2 en résolvant leurs EDP correspondantes pour obtenir une
régle d’arrét d’équilibre. Nous divisons cette procédure en plusieurs étapes :

Etape 1 : Au moment t,, résoudre v° (p = 1,2) numériquement en utilisant I'équation (9) avec les
conditions limites de I’équation (10) avec { = 0, en supposant que u = 0 (aucun rachat) sur le
domaine O".

Etape 2 : Obtenir une régle d’arrét d’équilibre “u en remplacant les valeurs v! et v2 dans
I’équation (25).

Etape 3 : Mettre a jour viet V2s.t., si "u(ts, F,m) = 0, ne pas modifier vi(tn, F,m) et v4(tn,F,m);

si “u(tn,F,m) = 1, soit v¥(t, F,m) = (tn F) et v¥(tn, F,m) = Y?(tn,F).

Etape 4 : Passer au moment t,+1 et répéter les étapes 1 a 3.

Cette procédure itérative permet de contourner plusieurs probléemes découlant de la résolution
directe du systeme des équations EHJB (17)-(23). Plus précisément, nous ne traitons plus de la

grande dimensionnalité de la fonction f, et la procédure itérative a chaque point dans le temps t,a
été éliminée. En outre, la détermination d’une regle d’arrét d’équilibre "u a partir de
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I’équation (25) est beaucoup plus simple que la résolution de I'’équation (17). Cependant, puisque
nous contournons directement la résolution du systéme des équations EHJB (17)-(23) en réglant
viet v? (par I'entremise de leur EDP), nous devons établir qu’une régle d’arrét d’équilibre produite
en exécutant les étapes 1 a 4 est la méme que la regle d’arrét d’équilibre résultant de la solution
du systéeme d’équations EHIB (17)-(23). Le théoréme qui suit établit cette équivalence.

Théoreme 2. Soit u” une régle d’arrét d’équilibre résultant du systéeme d’équations EHJB (17)-(23).
Pour tous (t,F,m) € [0,T]xO" s.t. u” = 0, supposons que v° (p = 1,2) est conforme a I’'équation (9)
avec conditions limites (10) avec = 0. Pour tous (t,F,m) € [0,T] x O s.t. u" = 1, supposons que
vi(t,F,m) = Y(t,F) et v¥(t,F,m) = Y?(t,F). Dans ce cas,

V(t, Fym) == v (t, F,m;7%) — @ [I/Q(t,F,m;Tﬁ) - (Vl(t,F,m;Tﬁ))Q]

F(tFymyy) = vt Foms r0) — 22028, Fyms )

g(t, F,m) :==vi(t, F,m; %) (27)
est conforme au systéme des équations EHJB (17)-(23).

La démonstration du théoréme 2 est abordée a I'annexe A.4. A I'établissement du théoréme 2,
nous pouvons déterminer numériquement une regle d’arrét d’équilibre en exécutant les étapes 1
a 4. Voici un schéma algorithmique détaillé.

Equations (9) (10) (*) 17

vl, v2 Vvl v2 — ...

Diviser [0,7] en N intervalles de temps égaux de sorte que Al = ¥ et tr=T-nAtpourn=0,1,...,N.
Diviser [0,1] en K intervalles égaux de sorte que A* = % et zi=iAz pouri=0,1,...,K. Tronquer le
domaine de m @ Mmax et diviser [0,Mmax] €n M intervalles égaux de sorte que A = 37 et mj= jAm
pourj=0,1,..., M. Définir V" := V (tn,z,m;), (v!)"ij:= vi(tn,z,mj;TY), (vi?)i):= VA(tn,z,m;TY), et ;) =
Y(tn,z,mj) pourn=1,...,N,i=0,..,K,j=0,.M,etu € {0,1}. De plus, si u =1, nous avons

(V&);L,j = (Vll)?J = wzg et (1/12L):L] = (V12);L,g = (77[)?,])2
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Algorithme 1 Régle d’arrét d’équilibre
Figure 6 : Diagramme illustrant la propagation de la procédure pour I'algorithme 1

La figure 6 présente un diagramme qui décrit la propagation des procédures pour mieux illustrer
I'algorithme 1.

1: Set Vi, = zym; v G, (1), = zim; v G, and (v?)]; = (2sm; v G)? for i = 0,....K and j =0,..., M.

2. forn=0,.. N—-1do

. : 1yn+1
3: Obtain (vg);;

n

and [r/ﬁ}z-_jl fori=0,...,K and j = 0,..., M using finite difference method to solve

Eq. (9) and (10) with ¢ =0 and p = 1,2 for ! and v2, respectively.

. — IR 5.2 N5 _ 1yn+1 YzamyVG) 2yn+1 1yn+142

4: Determine @ hy T.!.’_;. = maXyue(o 1) {vu}?_j. — L= ((vu)?_j — [(uuj?}. ) )} ().
5 if i = 0 then

) 41 +1 2yn+1 +1

6: wa)i; = wo)i; and (1)1 = (W8)I;

T: else

& (r/ij:‘j” = ij'l and [r/ft)f;l = {'L"-'?_j'l)i.

9: end if

10: end for

*Cette figure est disponible en anglais seulement.
6.3 Expériences numériques

Dans ce qui suit, nous procédons a certaines analyses numériques du bien-étre d’un titulaire de
police avisé (de type 3) dans le cadre de la structure tarifaire a point culminant. Par souci
d’exhaustivité, nous présentons également les régions de rachat optimal du titulaire de police. A
des fins de comparaison, les régions de bien-étre et de rachat optimal du titulaire de police de
type 3 en vertu des structures de frais constants et de frais qui sont fonction de la conjoncture
sont également présentées.

Le tableau 6 résume le bien-étre du titulaire de police avisé (type 3) selon différents niveaux
d’aversion pour le risque pour les horizons temporels T= 10 et T = 25. Conformément aux
résultats pour les titulaires de police de type 1 et de type 2, la structure tarifaire a point culminant
peut accroitre le bien-étre d’un titulaire de police de type 3. Plus précisément, cette structure
profite aux titulaires de police de type 3 qui sont plus réfractaires au risque (avec niveaux
d’aversion pour le risque de y = 1,2 et 1,8). Toutefois, pour un titulaire de police de type 3 moins
réfractaire au risque, la structure tarifaire qui est fonction de la conjoncture est favorable parmi
les structures tarifaires envisagées. Nous constatons également que la structure tarifaire a point
culminant est plus avantageuse pour un titulaire de police de type 3 lorsque le contrat de RV
affiche une échéance plus courte.
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Tableau 6 : Bien-étre du titulaire de police avisé

Ce tableau résume le bien-étre des titulaires de police avisés a I'aide de trois niveaux d’aversion
pour le risque sur deux horizons temporels en vertu de différentes structures tarifaires. Le bien-étre
est évalué par la fonction V de la valeur VM dans I'équation (15) au point (t,F,m) = (0,Fo,Fo). Le
niveau de bien-étre le plus élevé est mis en évidence avec des caractéres gras.

T=10 T=25
Structure tarifaire y=0,6 y=1,2 y=18 y=0,6 y=1,2 y=18
__ Conmstante 15571 R e s LS LA
a=20 159.66 137.49 115.34 206.79 167.75 128.77
a = 0.05 158.67 138.03 117.40 206.19 168.08 130.01
a=0.2 154.99 138.42 121.88 199.7 164.21 128.68
a=10.5 149.33 138.47 127.71 188.32 158.33 128.39

Cette observation correspond également a celle d’un titulaire de police de type 2 avec forte
intensité de rachat (n = 10). En effet, pour T =10, la hausse des frais a point culminant o
augmente également le bien-étre des titulaires de police de type 3 pour les valeursy=1,2 et 1,8,
tandis que pour T = 25, le bien-étre du titulaire de police semble culminer plus t6t, car le niveau de
bien-étre ultime est atteint au moyen d’un frais a point culminant a = 0,05 parmi I’ensemble des
structures tarifaires envisagées.

A I'instar de 'analyse aux sections 4 et 5, nous examinons la sensibilité du bien-&tre d’un groupe
de titulaires de police de type 3 en ce qui concerne le niveau d’aversion pour le risque y. La
figure 7 illustre la valeur du bien-étre d’un titulaire de police avisé pour un ensemble de niveaux
différents d’aversion pour le risque en vertu de structures tarifaires différentes lorsque T = 10.
Comme le montre cette figure, les résultats sont conformes a ceux des figures 4 et 5. Nous
constatons qu’une augmentation des FPC « se traduit par un bien-étre de type 3 moins sensible
(ligne de bien-étre plus aplatie) en ce qui concerne le niveau d’aversion pour le risque y. Par
conséquent, nous pouvons également conclure que la structure tarifaire a point culminant est
plus robuste et donc plus négociable pour un groupe de titulaires de police de type 3 partageant
des préférences hétérogenes au titre du risque.

Par souci d’exhaustivité, nous examinons le comportement optimal d’un titulaire de police de
type 3 en matiére de rachat en vertu de la structure tarifaire a point culminant. A des fins de
comparaison, le comportement du titulaire de police en matiére de rachat en vertu des structures
de frais constants et de frais qui sont fonction de la conjoncture est également inclus. Pour
I’'analyse qui suit, nous supposons que T = 25 ety = 1,8. La figure 8 présente les régions de rachat
optimal d’un titulaire de police avisé (type 3) en vertu de structures tarifaires différentes au
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moment t = 12. Il convient de souligner que nous présentons une version élargie des régions de
rachat original, puisque celles-ci sont tres petites. Quelques observations sont dignes de mention.
Tout d’abord, comparativement aux régions de rachat d’un titulaire de police assujetti a une
tarification risque-neutre, les régions de rachat d’un titulaire de police de type 3 sont
considérablement réduites aux termes de toutes les structures tarifaires. Comme nous |'avons
déja mentionné, il y a discordance entre le comportement empirique du titulaire de police et le
comportement au titre de la tarification risque-neutre.

Figure 7 : Le bien-étre des titulaires de police avisés selon différentes aversions pour le risque

Cette figure illustre le changement du bien-étre des titulaires de police avisés selon différents
niveaux d’aversion pour le risque en vertu de structures tarifaires différentes.
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*Cette figure est disponible en anglais seulement.

Plus précisément, les titulaires de police exercent leurs droits de rachat beaucoup moins souvent
qgue ne le suggére le comportement au titre de la tarification risque-neutre. Bien que ce
phénomeéne de marché puisse s’expliquer par le comportement sous-optimal des titulaires de
police ou par les frictions de marché (voir Moenig et Bauer, 2015), nous estimons que le
comportement des titulaires de police correspond plus étroitement a celui d’un titulaire de police
qui maximise la MV.

Deuxiémement, les régions de rachat optimal de la figure 8 sont situées dans le coin supérieur
droit de chaque panneau. Cette observation indique que le comportement du titulaire de police
de type 3 au chapitre du rachat est certainement différent de celui d’un titulaire de police au titre
de la tarification a risque-neutre, en particulier en vertu des structures de FPC et de frais qui sont
fonction de la conjoncture, dont les régions de rachat optimal, comme on I’a vu plus haut,
comportent habituellement une zone en forme de bande lorsque le compte de placement est
inférieur au seuil ¥.
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Enfin, pour un titulaire de police de type 3, la différence entre les régions de rachat selon
différentes structures tarifaires est quelque peu négligeable. En d’autres termes, I’évolution des
structures tarifaires a peu d’incidence sur le comportement d’un titulaire de police avisé assujetti
a une stratégie de maximisation de la MV pour ce qui est du rachat. Cela met en évidence un
avantage de la stratégie de maximisation de la MV pour I'assureur, c’est-a-dire que si les titulaires
de police suivent une stratégie de maximisation de la MV, I'assureur ne devrait pas prévoir de
changements importants dans le comportement des titulaires de police selon différentes
structures tarifaires qui devraient simplifier les activités de gestion des risques de I'assureur liées
a un vaste portefeuille de RV.

Figure 8 : Régions de rachat optimal pour un titulaire de police avisé

Cette figure présente la région de rachat optimale d’un titulaire de police avisé (type 3) au moment
t =12. Les régions de rachat présentées constituent une version élargie des régions de rachat
originales.

Constant Fee c=0.0068 HWM Fee o=0

350 355 360 365 370 375 380 385 390 395 400 350 355 360 365 370 375 380 385 390 395 400
m m

HWM Fee o=0.05 HWM Fee 0=0.5

086 L L L L L L L 086 L L L L L L
350 355 360 365 370 375 380 385 390 395 400 350 355 360 365 370 375 380 385 390 395 400

m m

*Cette figure est disponible en anglais seulement.
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7 Conclusion

Dans le présent document, nous introduisons une nouvelle structure tarifaire a point culminant,
nous en montrons les avantages pour contréler la variance du versement des RV en stabilisant le
compte de placement, et nous discutons de ses répercussions du point de vue de I'assureur et du
titulaire de police.

En vertu du cadre conventionnel de tarification risque-neutre, pour trouver une paire de frais
équitables pour les RV, nous effectuons ensuite une analyse exhaustive du bien-étre d’un titulaire
de police dont la préférence pour le risque est quantifiée par une stratégie de MV. Entre autres
avantages, il a été démontré que les RV assujetties a la nouvelle structure tarifaire a point
culminant peuvent, dans certains cas, aider le titulaire de police a obtenir un niveau de bien-étre
plus élevé.

Les recherches futures devraient porter sur I'incidence de la structure tarifaire a point culminant
en vertu de diverses garanties, par exemple les prestations du type retrait, ou selon plusieurs
modeles de marché, comme le modele de volatilité stochastique.

En outre, il pourrait étre intéressant d’examiner la couverture dynamique d’un contrat de RV en
vertu de la structure tarifaire a point culminant.
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A  Quelques démonstrations

A.1 Théoreme de vérification pour I'EDP de tarification

La section 2.4 présente 'EDP de tarification (3) avec conditions limites (4). A noter que
I’équation (3) correspond a 'EDP que la fonction de valeur est conforme a la région de
continuation C:. Dans la région [0,T] x O7, la fonction de valeur est conforme a I'inégalité
variationnelle suivante

min.{-V:— LV - Axst max{F,G},V - ¢} =0. (28)

Nous démontrons le théoréeme de vérification suivant pour I’équation (28) avec conditions
limites (4).

Théoréme 3. Supposons qu’il existe une fonction v € C>2([0,T] x O') qui est conforme d la
condition de croissance quadratique’ et que nous définissons t := inf{s > t : v(s,Xs) = Y(s,Xs)}. Si

e pour tous (t,x) € [0,T] x O7, v est conforme a I'inégalité variationnelle (28), et
e v est conforme aux conditions limites (4),

alors v = Vet T est un moment d’arrét optimal.

Notons que dans le théoréme 3, nous posons que X: = (F;, M) pour t € [0,T] et x = (F,m) pour
faciliter la notation.

Démonstration. D’apres la condition limite (4), nous établissons que t € T, rjcar v(T,x) = Y(T,Fr) =
max(F,Gr). Définissons une séquence de temps d’arrét

' =7 Ainf{s >t : | XL¥ — x| > n},

De plus, —vt —Lv— Ay max(F,G) = 0on [t,7") car t,7{") C [t,7"[) par définition. Par conséquent,
selon la formule d’It"o et en posant que &= Aws+ r pour s € [0, T], nous établissons que

e Jot Eudu t'(Tfn,X.i;:F) —e I C:.-dut.(f‘ )

:ft e~ ls Eudu (4, +£-1.'}{5‘X;“}d5-+]r c‘-fi:fS'Jd”-t.'pchsd‘l-’l-’E—|—ft e~ Jo Cudu(y vpal g, >y )dM,
i 0 0 B

= f e Jo &udu(y, + Lo)(s, X4%)ds + ] e~ Jo &udtypo B dW .
0 0
Notons que la deuxieme égalité est rendue possible par le fait que (Vm — vrales)dM:= 0 a.s., qui
est vérifié puisque dM:= 0 pour F:< M pour vm— Vratlres= 0 pour Fr= M:selon les conditions
limites (4). En supposant I'espérance conditionnelle E%,[-] des deux cétés de cette égalité, et en
réorganisant I’équation qui en découle en utilisant ensuite I’équation (3), nous obtenons

TR
T

u(t,z) = B2, o= I 5“d“t'th”.Xi}f")+f L e[S budu ) max{F,, G, }ds

t

7 |l existe une constante C, de sorte que |v(t,x)| < C(1+ |x|?) oux = (F,m) et (t,x) € [0,T)xO".
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Puisque 1" = t*comme n = oo, en vertu du théoréme de convergence dominé et de la condition
de croissance quadratique, il s’ensuit que

v(t,x) = B2, [e—ff* Sudugy (7% Fou) 4 / e S Guduy max{FS,GS}ds]
t

Pour tout T € T, 7, nous avons —-v:— Lv — Axse max{F,G} 2 0 on [t,T) depuis V > ¢ par la définition de
T

Par conséquent,
u(t,x) > E%L, {e_ I &udwy(r F) -|-/ e iuduy maX{FS,GS}dsl
t

pour tout T € Ti;,7. Donc, nous avons v = V et t est un temps d’arrét optimal.
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A.2 Démonstration de la proposition 1

Démonstration. Supposons que le temps d’arrét t suit une loi exponentielle de paramétre n,
indépendamment de la durée de vie future du titulaire de police p et le rendement du compte de
placement {F:}:[o,7. Le premier moment du versement des RV est

vl(t,F,m) = Et,F,m he-{(tApAT-t)H(FTAPAT)i.

Nous considérons trois cas, notammenttAp>T, T<p AT, etp <TAT. En outre, pour une
notation plus simple, nous écrivons Et,F,m[-] = Et[] et v!(t,F,m) = v. Il s’ensuit que

' =B, |e T max (Fp, Gr)Lrnpery +€ T (1 — k) Folfrcpamy + € P Y max (F,, G, ) peraty

Term A TL‘]";‘]’] B TL‘]";]’] C
ou
. pour le terme A :
E;[A] = E, {IE [e*C(T*t) max (Fr, Gr)1zpps1} ‘FT, TAp> t”
(T P(rAp>T)
_ ¢(T—1) ATAp=1)
E, {e max (Fr,Gr) IP’(T/\p>t)]
= Et |:€7 ffT(CJr/\erSJrn)ds max (FT, GT):| R
. pour le terme B :
B, [B] =B {E [e (1 - k) Fl g cpnry 7 A p > ] |
[T T n
=E f f w—tPrriArzrudu+ 7 po | (1 — “'S)Fs"?e_'l’+?}Jcs_f)d3
t 8
- -
=E; f e 1 '~*=+)"I—1'+?”d”1;[1 — kg )Fds| |
t
. et pour le terme C:

E,; [C] =E, -E [e_':f-”_“ max (F,, Go)ljpcraTy|T AP > t”

s T .
= Ef f ([ 'i']'f'_ﬂl:s_f)dS 4 E—T}'iT—fJ) /\:{‘+uf_'h (E4+Ay)dw max (Fu.Gu)dUI
t i

T . .
=E, f e~ Je (CHAerotnldv) | max [Fs,Gs}d.s] .
i

En combinant les termes A, B et C, nous obtenons

l/lz]Et

T
e~ 945 ax (Fr,Gr) —|—/ e Ji dudu N1 — ks)Fs + Apys max (Fs, Gy)] ds}
t

L’expression de v?(t,F,m) est obtenue de facon semblable.
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A.3 Démonstration du théoreme 1

Pour démontrer le théoréme 1, nous présentons d’abord une notation et des résultats par souci
de concision de l'illustration.

o E; p.n[] = Ei[] and Var, g ,.[-] = Var[].

o Lh(t,F,m) :=hy+(u—clpog)Fhp 4+ 0?F2hpp for a function h s.t. h € CH21([0,T] x O).

Lf(t,F,m,y) := fe + (b — clipeoy) (Ffr +yfy) + 302(F frr + 4 fyy) + fryFyo? for a function f
st. fe CL2L2([0,T] x O x [0,m)])

o Bi[h(t+¢ Fioe,Miso)] = h(t, Fym) + cLh(t, F,m) + E; [f:_g[h-m —alipsgyhp)dMs| + o(s).

o B [f(t+¢& Froey Mege,yese)] = f(2, F,m,y)+eL (L, F,m,y)+Eq [f;{ﬂ Jm = (fF+ fy)ﬂ'ﬂ{FTze}d*MS} +
o).

Démonstration. La démonstration du théoréme 1 peut étre divisée en deux parties. Dans la
premiere partie, nous démontrons que V, g, et f sont en effet la solution de leur interprétation
probabiliste (24) en vertu de la régle d’arrét "u. Dans la deuxieme partie, nous démontrons que “u
est une regle d’arrét d’équilibre. Premieérement, nous démontrons que

g(t7F7m) = Et [H(FT”/\p)‘p > t}

a

=E (e~ I >‘“”+“'d“w(7'“, F.a)+ / e Ji >‘”+“d“)\$+5 max(Fy, Gg)ds
t

4

ou

max(F,,G,), if p< 1%
H(Fap,) = e G g

'E}[T{L-.Fr*j'- if p> T,

Supposons que g € C*21([0,T] x O') est conforme a I’équation (22) avec conditions limites (23), et
définissons une séquence de temps d’arrét

Ttn ;:Tﬁ/\il’lf{5>ti ]F;f’F—F‘ >7’L}.

— [° Aud
e~ Jo Awdug(s, Fy, My), nous obtenons

En appliquant la formule It"o a
e I Arndig(r B M) = g(t, F,m)

™ m

= [ e i derudu(£g N, g)ds + [ e Ji darudu (g ol (g 5oy gr)dM,
t t

+/e E—.Jrf‘ )\I_+i,dungngl_](_.-s.
t
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En utilisant Et[-] des deux cotés de I'équation et en invoquant I’équation (22) avec conditions
limites (23), nous obtenons

n o )
git,F;m) =F, |e” Jet A““r“d“g T Fon, M) + e i ’\”“d")\ﬁs max(Fy, Gy)ds
t t t .

En posant que n > o= donne’ = 7", ce qui méne a

. '."1] .
g(t,F,m) =E, {e_-ﬂ Astudugr® B o M. o)+ / e_-Jrr'"‘I“d"“)\x_smax(Fs.Gs)dsl
i

. )\:+udtn)\x_s max(F,, G )d5‘|

t

— ]Eg |:‘a,_-:._..|[.l1-fJ )\:+uduu',(Tﬁ‘Frﬁ) +f
= ]Ef [H[FT“ﬁ.pHp > f] 1

puisque
™ =inf{s>t:u’(t,Fm)=1}.

Définissons f¥(t,F,m) := f(t,F,m,y) pour y fixe. De méme, appliquons la formule It"o a
e Jo Aerudu fu (s, Fy M) pour obtenir

e [ LI Vo dufy (Ttn.Fr;" . ﬂlrrl-"} _ fy (E. F.m)

= [ irn gy s+ [ e B — 0l f)AM,
t t

™

-'—E -
- f e Ie Aerudug B f AW,
t
En utilisant Et[-] des deux cotés de I'équation et en invoquant I’équation (20) avec conditions
limites (21), nous obtenons

fy<t7 F, m) =E |e” it Am+udufy<7—tnv Fn"a fwn")

-l—/ t e e )‘m+“d“/\w+s (maX(FS,GS) — @max(Fs,GSf)
t
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En posant que n = o=, nous avons " = ™ qui, a son tour, méne a

fY(t, F,m) =&, |:e— ftT“ Aw+udufy (7_71’ Fra, M)

a

+ / e I7 Aotuduy o <maX(F5, Gs)ds — @ max (Fj, GS)Z)
t

o

=F |e )T Aetudig, (28 oY) 4 / e ¢ Aetudu ) o max(Fy, Gy)ds
t

a

F

— @Et La) + / e 7 Aoudu ) max(Fy, Gy)?%ds
Ji

A Netudi 2 (i,

— By [H(Fran,)|p > 1] - ng)]Et [H?(Fran,)|p > 1]

Pour vérifier I'interprétation probabiliste de V, nous devons démontrer que

v(t.Fom) = "2 om) 4 f(t. Fom. )

Puisque V (T,F,m) = )(T,F), nous avons “ € Tj. 7. En appliquant la formule d’It"o a
e~ Jo Aduy (s, Fy, M), nous obtenons

T

e " Aerudul/ (70 B M) — V(t, F,m)

n n

"t

= / U e Aeudu( Ly NV )ds + /
t

t

e S Aeudu (Va1 gy Vie)dM,

n

+ f e [P ndu g B VEdW,.
t

Puisque [t, ") € [t,T¥), nous déduisons que V > ¢ on [t,7¢"). A 'aide de I’équation (17) pour V > ¢,
en prenant Et[-] des deux cotés de I’équation et en posant que n = oo, nous obtenons

V(t’ F7 m) =E |:6_ ftr“ /\m+uduv(7_ﬁ,7 Fq—ﬁerﬁ):| _ Et{ / e~ JE Xetudu |:(l$ _ C]l{FS<9})Fs (fy + YF gQ)
t

2
v(F)
2

1 YFF
+ 502F52 (fyy +2fpy + 792 +7(Fs)gF + QWFQQF) +

Azts (g — max(F, GS))2

— Apys max(Fy, GS)} ds} —E;

/ e I Amtndn (Vo — ol s ovyy) dMS] :
t

Maintenant, en appliquant la formule It"o et en effectuant les opérations comme ci-dessus sur
— [* Apqud , .
e~ JoXeruduf(s F M, Fy), nous déduisons que

f(t,F,m, F) = E, [e—ff‘ Asudu f(Tﬁ,FTﬂ,MTa,FTﬁ)} —Et{ / e Ie mm[— Aoys max(Fy, Gy)
t

F; 1
+>\$+s%) max(Fs7Gs)2 +fyFs(/U“7ﬂ{Fs<9}) —+ §F‘520—2fyy +E302ny]d$}

+Et (/ fy()[]].{pszg}dMs> .
t
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Encore une fois, en appliquant la formule It"o et en effectuant I'opération comme ci-dessus

— ¥ Appudu 7 (Fs)
e o Aerudu 22l g(s, Fy, My) nous avons

a

F 4 F [ -~ T s
Y( )92 (t, F,m) = E, |:€— J: /\m+udu7< 27 )g (Tu’ FTﬂaMfﬁ)] o Et{/ e i Aapudu
t

2
v(Fs)

F
il >Az+sg2 +=5= 930’2 +

2

9t
2

{ - ’Y(Fs)g)\:c—i—s ma'X<FS7 GS) + PYF('U’ o C]l{FS<9})FS

a

T s uVF
/t e Jt Aztud %g2aﬂ{F529}dMs .

1
+ ZQQ’YFFU2E‘;2 + 7F02nggp)] ds} + E;

F Ve .
En combinant les expressions f(t,F,m,F) et @92(@177 m), il est facile d’établir que

V(t,F,m) = @92(75,15’, m) + f(t, F,m,F)
Maintenant, nous démontrons que la regle d’arrét u” définie dans I'équation (1) est une regle
d’arrét d’équilibre. Rappelons que nous définissons une regle d’arrét u® de sorte que

) ue {01}, for t<s<(t+=)np
u“(s,y,z) =
iu(s,y,z), for (t+es)np<s<TAhp.

siu=1,alors J(t,F,m;t) = Y(t,F) < J(t,F,m;t¥") = V (t,F,m). Par conséquent, u” est
automatiquement conforme a la définition d’'une régle d’arrét d’équilibre. Si u = 0, nous avons

£ F
Tt Fym; 7°) = By [H(Fpue p,)|p > 1] — 7(2 N, [H(Fpue )0 > 1]

= ]Et |:H(F‘r“5/\p) - @H2<FT“5/\p)|p > t:| + %‘F’) {Et I:H(FT“E/\,UHP > t] }2

t+e F
— e [T Aerudurg, [H(FTuEAp) - %HQ(FT«LEAMP >t 6}

the ., F
+ / e Ji Aeruduy B, {H(FS) — ”—g )HQ(FS))} ds
t
F “t+e t+6 s 2
L E) {e—lﬁ Aetwli By [H(Fue ) |p >t + €] + / e i Anruduy R, [H(Fs)]}
t

2
= (1 - Aopeo)E, {EW {H(FT%) - @HQ(FTa/\p)‘p >t+ a] } + EAass {H(F) - @HQ(F)]

2
+ @ {(1 — Api6)Ey |:]Et+6 (H(Ffﬁ/\p))p >t 4+ s)} + )\I+t€H(F>}2 ole).

En outre, nous avons

’Y(F;&+E)

Tt +e Frye,Mye;7) = Eiye |H(Frap,) — THQ(FrﬁAp)‘P >t+ 5]

Y(Fite)
2

+ {]EHs [H(FTaAp)’p St s} }2 .
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En prenant Et[-] des deux cotés de I’équation, nous obtenons

_ F
Et [j(t +€,Ft+g,Mt+5;Tu)] = Et {]Et+€ |:H(F7.ﬁ/\p) — MHQ(FTﬁ/\p)‘p > 14 E:| }

2
+E, [@ {]Et+6 [H(FTaAp)‘p > t—i—e} }2} :

Par conséquent,

P2 LB [Bun (H(Eran)|p> 0+ 2)] + AnsecT ()}

+ By [T(t+e, Frpe, Myye; 7)) — B {]Em [H(Ffﬁw) - @HQ(FT“”)") s E] }
_E, [@ {Bie [H(Frap)|p>t+¢] }2] +o(e)

= (1= Aot Ee [f(t + &, Frpe, Mype, F)] + €Xae [H (F) - @H F )]

F
+ % {(1 = Nose)Be [g(t + &, Frpe, Moy )] + Aaee H(F) Y + By [V (¢ + e, Fope, My )]

Fiie
—E [f(t+ e Figes Mige, Frpe)] — By [%92@ +e¢, Fiqe, Mt+a)] +o(e)-

Donc,

J(t, Fym;mv) — J(t, F,m; )

— LV (t,Fym) — edpse fU (8, Fom) +cLfF (t, Fom) + ehoyy {H{F) - AF.{;_J)

2(r)|

— e(F)Agseg?(t, F,m) + sY(F) e H(F)g(t, Fym) — eLf(E, F,m,y) — EﬁLf)gz{t. F,m)
t+e YF

+ B U Vi — ol g3y (Vp ~ fu— S F, m)) dﬂ-fs] +o(e),
t

ou fY(t,F,m) = f(t,F,m,y) avec la quatriéme variable y fixe. En réorganisant I’équation ci-dessus,
nous obtenons

J(t, Fm;m™ ) = J(t, F,m;m%)
r r r v 2 1 r v
= 6{1’: +(p— Lz FVr (‘v’F —fu— ’.—fgL) +3 (Tva — fou —2fry — 5-9% = 1(F)gt — 2‘_rF9gF)

_ w (9 — max(F, G))2 — ApseV + Apss max(F, G}}

t+e ~ 5 )
+E, [ / Vi — 0 (p0y (Vi — fy — 2 g?(t, F, m})dﬂ-fs] +o(e).
f 2

En invoquant les équations (17) et (18), en divisant les deux cotés de I'équation par €, et en posant
gue € passe a 0, nous obtenons

lim j(ta F7 m; Tus) *j(t,F,T)‘L;Tﬁ) : 0(6)
el0 5 elo €

Voila ce qui compléte la démonstration.
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A.4 Démonstration du théoreme 2

Démonstration. Rappelons que pour “u = 0, les deux premiers moments v* (p = 1,2) sont
conformes a I'équation (9) avec les conditions limites (10) avec { = 0. Notons qu’a partir de la
combinaison linéaire (27), nous avons

V(t, F,m) = vi(t, Fym; ) — @ VAt Fym; ) — (Vl(t,F, m; Tﬁ))2]

ft, Eymyy) = vt Fymy ) — wuz(t,ﬂm; ),

g(t, Fym) = v*(t, Fym; 7).

Par conséquent, les dérivées de V en ce qui concerne t, F et m peuvent alors étre exprimées en
fonction de celles de vl et v2de la maniére suivante :

Vep =vpp — &2 (V2 = (v1)?) = yF (vE — 20 — @ (vip —2(vp)? — W)

_ 17w, 2
ft_Vt - 5 Vi,
1 W), 2
fF—VF_ 5 VEs
!
_ _Y(F) .2
fyly:F 2 V5
_ 1 y(w),,2
\ frr =Vpp — 5 Vrr
f | _A(FF) 2
yy y=F 2 ’
7
_AN(F) 2
nyiy:F 2 VEs
1 W), 2
fnL—Vm_ 2 Vm

Tout d’abord, nous vérifions si la combinaison linéaire (27) résout I'équation (17) avec conditions
limites (18). Pour "u =1,

V(t, Fym) =vi(t, Fymy ) — @ [1/2(15, Fomym™) — (V' (¢, Fymy Tﬁ))z}
=max(F,G) — @ (max(F,G)? — max(F, G)?)

=max(F,G) = Y(t, F).
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Pour "u =0, nous savons que

1
Vit (1 = clyp<oy) F (VF —fy - %ng) + 50 F? (VFF — fyy = 2fFy — VFTFgﬁ

Ao (F) (9 — max(F,G))* = A\psV + Mgy max(F, G) = 0

—v(F)gp — 2’7F99F> -

Nous insérons les dérivées de V, f et g selon v et v et nous vérifions que I'égalité est toujours
valable :

2 F
Aeg sy (F)
2

F
(VtQ —2') + (p— clyp<oy) F (V}: _ )u2 +’y(F)y11/11;>

1 F
+ 502F2 <V}1,F — yl/‘%ﬂp —l—”y(F)l/lujlpF) — (v' — max(F, G))2

— Aot |:y1 — @ (1/2 — (1/1)2)] + Mg+t max(F, G)

1
= {th + (1 — Aypegy) Frp + EUZFQV}F — ApteVt + Mgy max(F, G)]

F 1
— —7(2 ) |:l/t2 + (1= clgpegy) Fri + 50'2F2V127F — Aag 1’ + Ay max(F, G)Q}

1
+y(F)vt [th + (1 — Aypegy) Frp + 502F2y}pF — Aot + Mgy max(F, G)}
=0.
Nous devons maintenant vérifier les conditions limites (18) :

e pour la condition terminale

V(T,F,m) = v\(T, F,m; 7%) — 7(2F ) [VA(T, F,m; ) — (W' (T, F,m; 7%)?] = max(F,G)

4

e pour la condition lorsque F =0,

Tr-”(—w [VL — G}2 = AeptV + At G
=vf - 2 E)O) vi +7(0'yf — wwlf + Aoy (0)' G — %GE

~(0 .
— Aeit (rzl - E) )(112 — [r/l)“)) + Ao G
= (r/l = Apset + AisG) — —A'réo) (r/2 = AotV + Ayt G?) + (00 (0! = Apsv! 4+ A0 G)
=0,

e et pour la condition lorsque F =m,

1..’“]_&1“729} (1}:‘ _ fy . “_;-'(F) [rzl)z)

2
~(F ~ ) i ¥ ) ~
= rz?l“ — '(_) ) (r:?n — 21/111?1“) — a-ﬂ{ng] {r}} — TF [r}“ — {111)2} — ( ) [j)_%: — 2:}111}:) + TFV“ — %(HL)Z
ul F ¥ F
=l - (_) ) (r}?n — 21}111?1“) —al{p>g {r}} - '(2 ) [r)f-' - Qulu}p)
= (vl —al ) — V(F) 2 —al 2+ 4(Fvt (v —al i peg vt
- (f m — & {FZE’}IF) 9 (P m — & {FEE‘}}F} .-[ )" (j m a {Fﬁb‘}"F)
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Enfin, nous vérifions si la fonction f définie dans la combinaison linéaire (27) résout I’équation (20)
avec conditions limites (21). Pour “u =1,

f(t, Fomyy) = vt (t, Fym;mt) — @”%vﬂ m;7?)
=max(F,G) — (Qy) max(F, G)
—y(t.F) - Wy, p)
Pour “u =0, nous obtenons

ft + ( - C]l{p<9}) FfF + O' F2fFF — m+tf + )\I_A,.t [max(F G) (Qy) max(F G) :|

Comme nous I'avons démontré, nous insérons les dérivées de f selon v! et v? et nous vérifions que
I’égalité est toujours valable :

Yy 7y 1 Y
#—#%2 + (n—clp<oy) F (V}v - %”fw) + 5ot F (”}VF (2) %F>

— Azgt <1/1(t, F,m) — @ﬁ(t, F, m)> + Aot [max(F, G) — @ max(F, G)Q]

1
—0?F?vhp — Apgpev' 4 Aoy max(F, G):|

= [th + (u — c]l{F<9}) Fy}m + 5

1
- _7(23/) [uf + (1= clypegy) Fri + §U2F2V%F — Appev? + Ag g max(F, G>2]

=0.
Nous vérifions maintenant les conditions limites (21) :

e pour la condition terminale

f(T, Fym,y) = vN(T, Fym; %) — @ﬁ(ﬂ F,m; ") = max(F,G) — (2y> max(F,G)?

7

e pour la condition lorsque F=0,

fi—Avstef + Apse '—{E—l” 2 11G?

= (f}l —_ )\a_-+tf/1 + )\m_,_tG) — r?(zy:l (f/z —_ )\.E+t'r’f2 + ‘)‘.E—fG)

=0,
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e pour la condition lorsque F=m,

g v
fm — AL (0} fF = Vp, — {Qy} Vi, — al{r>e) (Vﬁ" - 'E,y) rf%)

YY) (yz

9 m_&.]l{FE‘?}yl%)

= {L’,Ln — ﬂ']].{F“_‘_}Q}T)_%:‘) —
= 0.

Voila ce qui compléte la démonstration.
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